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Magistrsko delo obravnava optimizacijo topologije, ki jo najprej teoretično opredeli, nato pa 
predstavi na dveh aplikativnih primerih. Ker je v slovenskem prostoru optimizacija šibko 
zastopano področje, se na začetku naloga osredotoči na terminološko ustreznost slovenskih 
izrazov na področju optimiranja in opredeli vlogo optimizacijskega procesa oblikovanja v 
procesu razvoja izdelka. Predstavljena je teorija optimizacije topologije s poudarkom na 
SIMP metodi; algoritem metode je nadalje znotraj Tosca optimizacijskega modula in v 
programskem okolju Abaqus uporabljen za optimizacijo dveh statorskih plošč električnega 
kolesnega pogonskega motorja. Rezultat predstavljata fizična produkta – optimizirani 
statorski plošči. Ugotovljeno je bilo, da je SIMP metoda primerna za mehanske sisteme, saj 
s penetracijo gostote materialnih lastnosti kot rezultat podaja variabilno območje za 
doseganje optimalne oblike. 
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Master thesis considers topology optimization, which is theoretically and then applicably 
identified. Optimization is rarely represented in Slovenian territory. Regarding this fact, 
terminology of optimization has been translated to Slovenian language. Furthermore, thesis 
incorporates identification of the role of optimum design process in product development 
process and presents theory of numerical optimization focusing on SIMP method. Then, the 
latter’s algorithm is further used for optimization of two stator plates of an in-wheel electric 
propulsion motor within Tosca optimization modulus and in Abaqus programming 
environment. Results of this process are shown in physical products of optimum structure – 
of two stator plates’ optimum design. It was discovered that, using SIMP as penetration of 
density of material properties which gives us result in term of variability of the area for 
achieving optimum design, the algorithm is appropriate for mechanical systems. 
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N / število vozlišč znotraj območja filtriranja Ω 
N / število vozlišč določenega končnega elementa 
N / vozliščna sila 
 xxii 
[?̃?] / matrika izoparametričnih oblikovnih funkcij 
p / faktor kazni/koeficient SIMP metode (angl. penalty 
factor/exponent) 
p / število omejitvenih enačb 
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r mm radij, polmer 
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R ** vektor vseh omejitev mehanskega problema 
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RR % zavrnitveno razmerje (angl. rejection ratio) 
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S ** množica dopustnih oblik, optimizacijsko območje 
T Nm navor, moment (angl. torque) 
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u mm vektor vozliščnih pomikov 
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x ** oblikovna spremenljivka 
x ** večkratnik, kratnik 
x ** vektor oblikovnih spremenljivk (splošen) 
x* ** vektor oblikovnih spremenljivk (eksplicitno definiran) 
w / ali mm utež vpliva določenega vozlišča ali končnega elementa 
W / utež vpliva obremenitvenega scenarija 
   
α / velikost koraka iteracije 
Δ / razlika 
γ m m-1 strižna deformacija 
Γ ** rob (meja) analiziranega sistema 
ε m m-1 normalna deformacija 
ε m m-1 vektor deformacij v poljubni točki 
[εij] m m
-1 tenzor deformacij v poljubni točki 
η / koeficient numeričnega dušenja 
λ W m-1 K-1 koeficient toplotne prevodnosti 
λ N-1 Lagrange-jev multiplikator (angl. Lagrange multiplier) 
za deformacijsko energijo 
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τ / vrednost dovoljene konvergenčne tolerance 
σ MPa napetost (skalarna definicija) 
[σij], [σ] MPa tenzor napetosti v poljubni točki 
Ω ** območje filtriranja 
 xxiii 
Ω ** definicijsko območje analiziranega sistema 
 
** Simbol je odvisen od narave problema in definicije, zato lahko enota varira. Lahko je 
brez-dimenzijska, lahko pa ustreza določeni veličini. 
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1. Uvod 
1.1. Ozadje 
Pojem optimizacija lahko v splošnem opredelimo kot oblikovanje sistema, pri čemer je cilj 
doseči najustreznejšo obliko za zagotavljanje željenih funkcij in sposobnosti sistema ob 
danih omejitvah. Pri tem igra osnovno vlogo fizikalno ozadje, ki opredeljuje naravo 
problema. Magistrska naloga se osredotoči na optimizacijo konstrukcij in analizo 
mehanskega sistema zveznih struktur, ki  bazira na izračunu napetostno-deformacijskega 
stanja. Izvedena je torej optimizacija strukture, pri čemer želimo doseči manjšo maso, veliko 
togost in kar se da enakomerno porazdeljene napetosti, ki ne vsebujejo koncentracij oziroma 
so te minimalne [1]. Takšno vrsto optimizacije imenujemo optimizacija topologije in je 
ciljno pogojena z odvzemanju mase osnovnega volumna skozi iteracije. 
 
Volumen lahko iterativno odvzemamo le na podlagi delitve osnovno definirane domene (v 
kateri se nahaja material) [2] na manjše sekcije, s čimer dobimo diskretno strukturo. Zaradi 
tega je optimizacija topologije običajno numerično pogojena, s čimer je potreba po dobri 
programski (angl. software) kot tudi strojni (angl. hardware) opremi jasno izražena. Zato ni 
nenavadno, da je optimizacija topologije mlada metoda, ki je v ospredje prišla šele z 
razvojem omenjene opreme. Ta je primerno stopnjo dosegla šele v tem tisočletju, čeprav se 
je ideja začela razvijati že v prejšnjem stoletju. 
 
»Optimizacija konstrukcij na osnovi MKE je precej zanimiva tema že tam nekje od 
osemdesetih let prejšnjega stoletja. V tem času smo bili priča lepemu razvoju 
konvencionalne optimizacije, nato optimizacije oblike in nazadnje optimizacije topologije,« 
navajajo B. Harl et al. [2], od koder je razvidno, da optimizacija topologije predstavlja novo 
iteracijo razvoja optimizacije konstrukcij; seveda s svojimi prednostmi in slabostmi. 
Magistrska naloga zato najprej predstavi metodo končnih elementov (MKE) in nato na njeni 
osnovi optimizacijo kot optimizacijski proces oblikovanja in ga umesti v proces razvoja 
izdelka v obliki primerjave z omenjenim konvencionalnim oblikovanjem sistema. 
 
Potem ko je jasno predstavljena ločnica med optimizacijo topologije in ostalimi oblikami in 
metodami optimizacije, magistrska naloga definira osnovne pojme optimizacije topologije 
preko splošne teorije optimizacije, predstavi numerično optimizacijo na osnovi izračunov 
napetostno-deformacijskega stanja po MKE in pojasni evolucijsko optimizacijsko metodo 
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redukcije mase SIMP. S tem je bralec seznanjen s potrebnimi informacijami in sklicno 
literaturo za razumevanje aplikativnega dela ter idejo in procesom odvzemanja materiala. 
 
Vrnimo se na zgodovino in razvoj optimizacije; kot omenjeno, je optimizacija topologije 
doživela razcvet šele v zadnjem desetletju. Zraven strojne in programske opreme gre zahvala 
tudi impresivnemu razvoju proizvodnih tehnologij, ki so preko večosnih strojev za odvzem 
materiala (t. i. CNC stroji) in raznih dodajalnih tehnologij (t. i. 3D tiskanje) začeli omogočati 
izdelavo kompleksnejših oblik. Slednje je rezultiralo v zmeraj širšo aplikativno uporabo 
optimizacije topologije; v preteklosti podjetja niso imela dosti koristi od takšnega pristopa, 
saj so površni algoritmi, ki niso omogočali prilagajanja zahtevam tehnologije izdelave, kot 
rezultat optimiranja predlagali oblike, ki jih ni bilo moč izdelati. Razvoj v programski opremi 
(še posebej na podlagi izpopolnjevanja algoritmov, ki sledijo omenjenim izdelovalnim 
zahtevam; litje, kovanje, varjenje) se je torej srečal z razvojem proizvodnih tehnologij. [2] 
 
Motivacija za izbrano temo magistrskega dela izhaja ravno iz te kompatibilnosti 
proizvodnega in razvojno-optimizacijskega procesa in je nastala v okvirju sodelovanja s 
podjetjem Elaphe Pogonske Tehnologije d. o. o. (krajšava Elaphe); aplikativni del 
magistrskega dela predstavljata optimizaciji topologije dveh statorskih plošč električnega 
kolesne pogonskega motorja, razvoj in produkcija katerega sta glavna aktivnost omenjenega 
podjetja. Ravno z namenom primerne izvedbe optimizacije fizičnih komponent magistrska 
naloga najprej opredeli teorijo optimizacije topologije, saj s tem bralec dobi jasno sliko o 
načelih odvzemanja materiala na podlagi metod MKE in SIMP v aplikativnem delu naloge. 
 
Z ozirom na ožjo definicijo motivacije je smotrno predstaviti električni kolesni pogonski 
motor (poglavje 4). V praksi se je za tak tip pogonskega motorja uveljavil krajši izraz IWM 
(angl. in-wheel motor), ki je uporabljen v nadaljevanju naloge. IWM je sinhroni elektromotor 
s permanentnimi magneti, ki deluje na principu elektro-magnetne indukcije. Ima zelo velik 
izkoristek in hkrati majhno težo/volumen (sorazmerno z željeno močjo), zato je edina oblika 
pogonskega motorja, ki je primerna za vgradnjo neposredno v samo kolo vsaj v obliki 
konkurenčnosti z drugimi oblikami avtomobilskih motorjev. Takšna oblika motorja ima tudi 
svoje omejitve. Omejitvi, upoštevani v okviru magistrske naloge, sta predvsem lokacija 
vgradnje in povezava z roko podvozja (imenovana tudi členek in/ali obesa koles, slika 1.1).  
 
Lokacija vgradnje: Zaradi zahteve po vgradnji v os kolesa smo omejeni s prostorom. 
Pretvorba energije zato poteka na zelo omejenem prostoru, s čimer je posledično omejen 
tudi odvod toplote iz motorja. Ker je zraven IWM motorja znotraj kolesa potrebno integrirati 
tudi zavorni sistem, ki se prav tako močno greje v primeru kritičnih zaviralnih scenarijev, to 
rezultira v kritično gretje/pregrevanje motorja; vgradnja v os rezultira v neposreden kontakt 
motorja s cestiščem in posledično z obremenitvami – opravka imamo z nevzmeteno maso. 
V primeru pogonov s centralnim motorjem so obremenitve dušene z vzmetmi, zato lastna 
vzbujanja zaradi delovanja centralnih motorjev velikokrat igrajo večjo vlogo kot 
obremenitve cestišča. Teh nikakor ne smemo zanemariti v primeru neposredne vgradnje; 
kadar vozimo preko ovire, oscilacije lokalnih pospeškov (kot rezultat relativne geometrije 
ovire in pnevmatike ter v odvisnosti od hitrosti gibanja avtomobila in inflacijskega tlaka 
znotraj pnevmatike) dosežejo vrednosti do 50g (predstavljeno v poglavju 4.3). 
 
Oblika povezave s členkom: Slika 1.1 prikazuje L1500 tip IWM motorja (levo) podjetja 
Elaphe, vgrajenega v BMW X6 (desno). S tem je bralcu omogočena predstava o  praktičnem 
delu naloge. Nadalje se IWM motor nahaja znotraj kolesa in je pritrjen neposredno na os, od 
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koder se obremenitve preko statorske plošče prenašajo na roko podvozja. Šele ta je nato 
vzmetena. Statorska plošča predstavlja torej tisto komponento, preko katere se prenašajo vse 
obremenitve in je zato mehansko najbolj obremenjena komponenta sistema. 
 
 
   
Slika 1.1: (a) L1500 tip IWM motorja, vgrajen v BMW X6; v sodelovanju z Elaphe [3].  
 
 
     
Slika 1.2: (a) Pritrjevanje motorja na roko podvozja in (b) odsekovna predstavitev IWM motorja 
znotraj platišča; v sodelovanju z Elaphe [3]. 
 
Na tem mestu se poraja vprašanje, čemu sploh izvesti optimizacijo topologije, saj z 
odvzemanjem materiala zmanjšujemo togost strukture in povečamo napetosti, ki se v 
komponenti pojavijo. Razlog tiči v omenjeni nevzmeteni masi; statorska plošča je 
komponenta, ki predstavlja približno 25-30% mase IWM motorja. Ker je masa neposredno 
povezana z velikostjo obremenitev iz cestišča (v obliki pospeškov), redukcija mase statorske 
plošče predstavlja redukcijo nevzmetene mase in posledično redukcijo obremenitev, ki jim 
je IWM podvržen. S tem smiselno upravičimo razlog za izvedbo optimizacije topologije 
statorske plošče in upravičimo fizikalna dejstva ozadja optimizacije, ki so predstavljena v 
prvem odstavku tega poglavja. IWM motor je podrobneje predstavljen v poglavju 4. 
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1.2. Cilji 
Naloga je izdelana z namenom doseganja sledečih ciljev: 
- Predstaviti teorijo mehanike zveznih struktur ob uporabi MKE metode in predpostavki 
homogenega, izotropnega in linearno elastičnega materiala, pri katerem zvezo med 
napetostmi in deformacijami podaja Hookov reološki model; 
- Opredeliti terminologijo in splošno teoretično ozadje numerične optimizacije, 
optimizacijskega procesa oblikovanja in teorijo optimizacije topologije zveznih struktur; 
- Predstaviti idejo SIMP metode bazirano na spremenljivi vrednosti modula elastičnosti E; 
- Predstaviti IWM motor, kot ga definira podjetje Elaphe s poudarkom na tistih lastnostih 
tipa L1500, ki vplivajo na robne pogoje optimizacijskega procesa praktičnega primera; 
- Na podlagi meritev in analitičnih izračunov, izvedenih v podjetju Elaphe, definirati 
obremenitvene scenarije in druge robne pogoje za optimizacijo topologije; 
- Izvesti optimizacijo topologije v programskem okolju Abaqus in modulu Tosca; 
- Izvesti končno oblikovanje geometrije statorskih plošč na podlagi predlagane geometrije 
optimizacije, temelječe na gostoti materialnih lastnosti. Nato končno obliko statično 
ovrednotiti s posodobljenim FEM modelom in ugotoviti, če optimizirana oblika ustreza 
izhodiščnim omejitvam obremenitvenih scenarijev; 
- Cilje iz alinej 5 do 7 izvesti tako za optimizacijo topologije statorske plošče sprednjega 
in zadnjega IWM motorja in ob tem predstaviti njune razlike; 
- Potrditi ali zavreči primernost SIMP metode na podlagi rezultatov optimizacijskega 
procesa oblikovanja sprednje in zadnje statorske plošče. 
 
 
1.3. Metode in struktura dela, omejitve 
V sklopu magistrskega dela ni izvedenih meritev. Vrednosti obremenitev (pospeškov, 
navorov in sil) so pridobljene iz meritev podjetja Elaphe in so predstavljene v meri, ki 
pojasnjuje njihov izvor. Prav tako magistrska naloga ne zajema snovanja CAD modela 
L1500 motorja, temveč ga uporabi kot vhodni podatek in ga strukturno ovrednoti. CAD 
modeli so pridobljeni iz strani podjetja Elaphe. Tudi slike, ki predstavijo IWM motor, so bile 
ustvarjene v sodelovanjem z omenjenim podjetjem, zaradi česar so vezane na interni vir 
podjetja [3]. 
 
V prvem delu naloge je predstavljena analitična teorija metode končnih elementov in 
optimizacije s poudarkom na tisti teoriji optimizaciji topologije, ki je potrebna za definicijo 
SIMP metode. Sledi praktičen del naloge, ki je izveden v programskem okolju Abaqus in 
optimizacijskem modulu Tosca, ki ju magistrska naloga okvirno predstavi (v poglavju 5.1). 
 
Optimizacija topologije je iterativna numerično-strukturna analiza, ki poda zadovoljivo 
natančen rezultat le v primeru primerno goste mreže končnih elementov [1]. Zahtevan MKE 
model je torej matematično gledano kompleksni sistem, ki ga formuliramo v obliki 
matričnega zapisa; ta se v nalogi uporablja za poenostavljen zapis sistema linearnih enačb. 
Zato magistrska naloga vsebuje definicijo osnovne matematične notacije, ki se v nalogi 
uporablja. Predstavljena je v prilogi A. Naloga vsebuje tudi druge priloge, ki pojasnjujejo 
ozadje teoretične vsebine in/ali dopolnjujejo postopke in rezultate praktičnega dela.
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2. Teorija mehanike zveznih struktur 
 
Kakor smo definirali v uvodu, se magistrska naloga ozko namensko nanaša na optimizacijo 
konstrukcij, pri čemer osnovo predstavlja analiza mehanskega sistema zveznih struktur 
baziranega na izračunu/definiciji napetostno-deformacijskega stanja. S tem jasno izrazimo 
pogojenost optimizacije z nekim stanjem sistema, ki ga moramo popisati, če želimo 
optimizacijo sploh izvesti. Zaradi tega magistrska naloga v začetku bralcu predstavi osnove 
mehanike zveznih struktur; v praksi se za analizo takšnih sistemov uporablja metoda končnih 
elementov (oznaka MKE), zato predstavitev omenjenega fizikalnega ozadja temelji na njej. 
 
MKE je vodilna numerična metoda, zato je dostopnost literature tako v slovenskem kot v 
svetovnem merilu ogromna. Spisanih je bilo na tisoče knjig in člankov na to temo. Ker se 
naloge le bežno dotakne MKE in poudarek usmeri v optimizacijo (katere literatura je 
natančneje pregledana v poglavju 3.1), vsebina poglavja 2 temelji na omejenem naboru 
virov; osnovo predstavlja vir laboratorija LNMS [4], v povezavi s katerim je to magistrsko 
delo nastalo, vsebina pa je dopolnjena s teorijo, ki sega v same začetke MKE v leto 1977 [5] 
in nekoliko bolj sodobnejšo literaturo, v kateri je dobro predstavljen Galerkinov pristop [6] 
(ta igra pomembno vlogo pri definiciji poljubne funkcije v(x) in posledično v razvoju MKE 
metode, kakor je razvidno iz poglavja 2.2.3). 
 
Ker je teorija metode končnih elementov predvsem na nivoju 3D strukture zelo kompleksna 
in matematično obsežna, so v poglavju 2 bralcu najprej pojasnjeni teoretične osnove 
mehanike struktur in nato na njihovi podlagi ideja MKE na nivoju analize mehanskega stanja 
osno obremenjenega konstrukcijskega elementa (poglavje 2.2). Preko slednjega definiramo 
togostno matriko [K], vektor vozliščnih sil f in vektor vozliščnih pomikov u. Na podlagi 
razumevanja ideje definiramo še matrični zapis integralske enačbe statičnega 
mehanskega stanja, ki predstavlja vodilno enačbo za izračun vhodnih podatkov, ki jih 
optimizacijski algoritem (SIMP metoda, poglavje 3.5.4) uporabi za nadaljnjo analizo 
konstrukcije, na podlagi katere kot rezultat dobimo predlog optimalne oblike. 
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2.1. Teoretične osnove mehanike struktur 
Teoretične osnove mehanike struktur so pojasnjene v besedi, sliki in enačbi: 
 
- NAPETOST IN DEFORMACIJA 
Mehansko gledano je napetost (oznaka σ) sila, ki deluje na neko površino (enota MPa), 
medtem ko je deformacija (oznaka ε) relativna sprememba dolžine (enota m m-1). 
Skalarno gledano velja: 
σ =
𝐹
𝐴
     in     𝜀 =
Δ𝑙
𝑙
 (2.1) 
 
kjer F predstavlja silo, A površino, ki je pravokotna na silo, Δl spremembo dolžine in l 
celotno dolžino, ki se je zaradi delovanja obremenitve spremenila za Δl. 
 
- NAPETOSTNO STANJE [7] 
Napetostno stanje je točkovno stanje, ki popisuje vrednosti napetosti v treh medsebojno 
pravokotnih ravninah. Velja, da lahko v primeru poznavanja teh napetosti izračunamo 
napetosti v poljubni ravnini. Vrednosti napetosti zapišemo na urejen matrični način, kakor 
je predstavljeno v enačbi (2.2): 
[𝛔𝒊𝒋] = [
𝜎𝑥𝑥 𝜎𝑥𝑦 𝜎𝑥𝑧
𝜎𝑦𝑥 𝜎𝑦𝑦 𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑧𝑥 𝜎𝑧𝑦 𝜎𝑧𝑧
] (2.2) 
 
kjer [σij] predstavlja tenzor napetosti v poljubni točki, i in j pa indeksa, ki zavzameta 
vrednost x, y ali z in s tem definirata ravnino in smer delovanja napetosti; prvi indeks 
definira normalo ravnine, drugi pa smer, v katero napetost kaže. Enačba (2.2) je v skladu 
s sliko 2.1, pri čemer napetosti na sliki zaradi preglednosti niso narisane v isti točki. 
 
 
 
Slika 2.1: Shematični prikaz ravnin in napetosti za točko [7]. 
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- NAPETOSTNO-DEFORMACIJSKO STANJE 
Večosno mehansko stanje, ki v vsaki ali končnem številu točk sistema kot rezultat definira 
tenzor napetosti [σij] in tenzor deformacij [εij]. Tenzor deformacij je definiran na podoben 
način kot tenzor napetosti preko enačbe (2.2) in slike 2.1. [7] Fizikalno gledano sta obe 
veličini medsebojno povezani preko reološkega modela, ki popisuje njune zveze. 
Magistrska naloga predpostavi Hookov reološki model, ki je predstavljen v nadaljevanju 
tega poglavja. 
 
- MEHANSKI SISTEM 
Mehanski sistem je sistem, na katerega imajo večinski vpliv mehanske obremenitve (sile, 
navori, tlaki) ali obremenitve, ki so pogojene z gibanjem sistema (pospeški). Ko tak 
sistem analiziramo, kot rezultat dobimo napetostno-deformacijsko stanje. 
 
- NUMERIČNA ANALIZA 
Je ne-eksaktna veda in se ukvarja z algoritmi, ki aproksimirajo analitično matematiko na 
podlagi vrednosti v diskretnih točkah in rešuje probleme, ki vključujejo zvezne 
spremenljivke [8]; v kolikor napetostno-deformacijsko stanje obravnavamo analitično, je 
stanje izračunano v vsaki točki sistema. Ko govorimo o numerični analizi, izhajamo iz 
diskretnih vrednosti v končnem številu točk, preko katerih nato izračunamo 
napetostno-deformacijsko stanje ali v teh ali pa na podlagi interpolacijskih metod zvezno 
po vsej strukturi. Oblika rezultatov (zvezne funkcije ali vrednosti v diskretnih točkah) 
zavisi od numerične metode. Metoda končnih elementov (MKE, angl. FEM), ki 
predstavlja osnovo magistrske naloge in je predstavljena v poglavjih 2.2 in 2.3, kot 
rezultat podaja zvezne funkcije na podlagi interpolacijskih metod – podaja vrednost 
rešitve za vsako točko sistema. 
 
- HOOKOV REOLOŠKI MODEL in DRUGE PREDPOSTAVKE [4][9] 
Strukture se, ko so podvržene obremenitvam, deformirajo. Ker se na mikroskali njihova 
zgradba razlikuje, je na makroskali obnašanje eksaktno nemogoče popisati. Zaradi tega 
so se v praksi oblikovali različni modeli, ki popisujejo obnašanje materiala. 
Najpreprostejši izmed njih je Hookov reološki model, ki predpostavi linearno 
odvisnost (zvezo) med napetostmi in deformacijami v elastičnem območju, pri čemer 
obe vrednosti povezuje modul elastičnosti E. Za enoosno obnašanje (skalarno gledano) 
je skalarno definiran z enačbo (2.3): 
𝜎 = 𝜀𝐸 (2.3) 
 
V kolikor želimo uvesti povezave med napetostmi in deformacijami za večosno 
napetostno-deformacijsko stanje, je potrebno vpeljati parameter ν, poznan kot Poissonovo 
število, ki definira razmerje med longitudinalno in tangencialno deformacijo elementa. 
Vrednost 0.3 nam npr. pove, da, če se materialni delec v smeri obremenitve deformira za 
vrednost 1, se v prečni smeri deformira za vrednost 0.3. Da lahko Poissonovo število v 
vse smeri tretiramo enakovredno, moramo napraviti predpostavko o homogenosti in 
izotropnosti materiala. Tedaj obveljata enačbi (2.4) in (2.5): [4]  
[𝝈] = [𝐄]𝛆  ;      𝛆 = {𝜀𝑥𝑥 𝜀𝑦𝑦 𝜀𝑧𝑧 𝛾𝑥𝑦 𝛾𝑥𝑧 𝛾𝑦𝑧}T     Λ     [𝝈] = [𝛔𝒊𝒋] (2.4) 
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[𝐄] =
𝐸
(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
[
 
 
 
 
 
(1 − 𝜈)
𝜈
𝜈
0
0
0
𝜈
(1 − 𝜈)
𝜈
0
0
0
𝜈
𝜈
(1 − 𝜈)
0
0
0
0
0
0
(1 − 2𝜈)/2
0
0
0
0
0
0
(1 − 2𝜈)/2
0
0
0
0
0
0
(1 − 2𝜈)/2]
 
 
 
 
 
 (2.5) 
 
[E] predstavlja matriko elastičnih konstant po Hooku in je uporabljena v matričnem 
zapisu statičnega 3D mehanskega stanja v poglavju 2.3. Hkrati je generalna predpostavka 
te magistrske naloge, da so vsi materiali homogeni, izotropni, linearno elastični in da 
sledijo Hookovemu reološkemu modelu. Tedaj lahko enolično definiramo [E] tudi kot 
razširjen modul elastičnosti in ε kot vektor deformacij pri čemer εii predstavlja normalno 
deformacijo v i smeri in γij strižno deformacijo med smerema i in j (spremembo kota med 
osjo i in j). [4][6][7] 
 
 
2.2. MKE analize osno obremenjenega konstrukcijskega 
elementa 
Za analizo po MKE potrebujemo matematični model mehanskega stanja, za katerega za osno 
obremenjen konstrukcijski element velja enačba (2.6) [7]. Omenimo, da je izpeljava od 
enačbe (2.6) do (2.14) izvedena v preskokih, a je zato celovito predstavljena v prilogi B. 
𝑑
𝑑𝑥
[𝐸𝐴(𝑥)
𝑑𝑢
𝑑𝑥
] + 𝑛(𝑥) = 0 (2.6) 
 
Enačba (2.6) že upošteva Hookov reološki model, pri čemer je E modul elastičnosti, A(x) 
prečni presek osnega konstrukcijskega elementa. Ta se lahko z dolžino L spreminja. Nadalje 
velja u=u(x), kjer u predstavlja osni pomik elementa v poljubni točki, n=n(x) pa osna 
obremenitev na enoto dolžine. Z L označimo dolžino celotnega elementa, z F pa osno silo. 
Veličine so jasno prikazane na kombinirani sliki 2.2. 
 
 
       
Slika 2.2: Shematski prikaz osno obremenjenega konstrukcijskega elementa (a) 1D, (b) 2D in (c) 
2D z definicijo vozlišč [5]. 
   Teorija mehanike zveznih struktur 
 
9 
Ker je MKE numerična analiza, primer rešujemo aproksimativno. Zakaj bi to sploh želeli? 
Izkaže se, da v večini primerov diferencialne enačbe za kompleksni sistem bodisi ni moč 
določiti, bodisi sama diferencialna enačba ni rešljiva. Zaradi tega sistem vrednotimo 
odsekovno na podlagi t. i. končnih elementov (KE), pri čemer za vsak KE spišemo svojo 
diferencialno enačbo. To aproksimativno analiziramo tako, da prevedemo reševanje 
diferencialne enačbe v reševanje sistema linearnih enačb. Za to se uporablja uveljavljen 
postopek, ki je predstavljen v nadaljevanju. [5] 
 
 
2.2.1. Definicija šibke oblike integralske formulacije 
Osnovo MKE metode predstavlja šibka oblika integralske formulacije, do katere pridemo, 
če preoblikujemo enačbo (2.6), tako da jo pomnožimo s poljubno funkcijo v(x) in 
integriramo po definicijskem območju (enačba (2.7)). Nato izvedemo perpartes ter enačbo 
razstavimo (enačba (2.8)). Polna izpeljava je na voljo v prilogi B. [4][5][6] 
∫ (
𝑑
𝑑𝑥
[𝐸𝐴(𝑥)
𝑑𝑢
𝑑𝑥
] + 𝑛(𝑥))𝑣(𝑥)
𝐿
0
𝑑𝑥 = 0 (2.7) 
∫ [𝐸𝐴(𝑥)
𝑑𝑢
𝑑𝑥
] [
𝑑𝑣(𝑥)
𝑑𝑥
]
𝐿
0
𝑑𝑥 = 𝑁(𝐿)𝑣(𝐿) − 𝑁(0)𝑣(0) + ∫ 𝑛(𝑥)𝑣(𝑥)
𝐿
0
𝑑𝑥 (2.8) 
 
Enačba (2.8) predstavlja šibko integralsko formulacijo, pri čemer z N definiramo vozliščno 
silo in velja N(x)=EA(x)u'(x). S tem N(L),  N(0), v(L) in v(0) predstavljajo vozliščne vrednosti 
v skladu s sliko 2.2 (desno). Ker smo obe strani enačbe pomnožili z isto poljubno funkcijo 
v(x), se enakost ohrani. Enako velja za integriranje z znanimi mejami. Kje je tukaj 
aproksimacija? Ta je izvedena na nivoju nove definicije vrednosti vozlišč v naslednjem 
poglavju. 
 
 
2.2.2. Aproksimacija vozliščnih vrednosti pomikov, definicija 
oblikovnih funkcij 
MKE predpostavi aproksimacijo vozliščnih vrednosti na sledeč način: 
𝑢(𝑥) =∑ 𝑈𝑖𝛹𝑖(𝑥)
𝑁
𝑖=1
 (2.9) 
 
Tukaj N predstavlja število vozlišč določenega končnega elementa, U pomik v i-tem 
vozlišču, Ψ oblikovno funkcijo, i pa tekoči indeks vozlišča. V kolikor obravnavajmo 
dvovozliščni končni element, ki je v skladu s sliko 2.2 (desno), zanj velja: 
𝑢(𝑥) = 𝑈1𝛹1(𝑥) + 𝑈2𝛹2(𝑥) (2.10) 
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Zakaj ime oblikovna funkcija? Kot lahko vidimo na sliki 2.3, v povezavi z enačbo (2.10) 
definiramo obliko poteka vrednosti primarne spremenljivke v aproksimativnem območju 
med obema vozliščema. Za oblikovne funkcije se je v splošnem uveljavilo pravilo za 
oblikovanje: Oblikovne funkcije zmeraj izberemo tako, da imajo v pripadajočem 
vozlišču vrednost 1 in v nepripadajočih vozliščih vrednost 0. Ob tem naj imajo 
oblikovne funkcije polinomsko obliko, njihov red pa naj bo takšen, da jih je moč 
enolično definirati glede na število vozlišč. 
 
S tem napotkom enolično definiramo pomik vrednotene konstrukcije. V primeru 
dvovozliščnega osno obremenjenega konstrukcijskega elementa sta oblikovni funkciji Ψ1 in 
Ψ2 linearni funkciji, ki jo v skladu s sliko 2.3 definiramo preko enačb (2.11) in (2.12) [4]. 
 
 
    
Slika 2.3: Prikaz poteka oblikovnih funkcij po območju 1D končnega elementa, povzeto po [4]. 
 
𝛹1(𝑥 = 0) = 1  ,     𝛹1(𝑥 = 𝐿) = 0    =>        𝛹1(𝑥) = 1 − 𝑥/𝐿 (2.11) 
𝛹2(𝑥 = 0) = 0  ,     𝛹2(𝑥 = 𝐿) = 1    =>       𝛹2(𝑥) = 𝑥/𝐿 (2.12) 
 
Oblikovni funkciji iz enačb (2.11) in (2.12) vstavimo v enačbo (2.10) in s tem dobimo 
aproksimativno enačbo za določitev pomikov v vsaki točki definicijskega območja končnega 
elementa. Na enak način se določa oblikovne funkcije polinomov višjih redov, a zaradi 
predstavitve ideje se omejimo na izpeljavo za dvovozliščni končni element. 
 
 
2.2.3. Galerkinov pristop k definiciji poljubne funkcije v(x) 
Da bi lahko enolično rešili enačbo (2.8), je potrebno definirati obliko poljubne funkcije v(x). 
Galerkin [4][6] je pokazal, da se eksaktni rešitvi najbolj približamo, če za poljubno 
funkcijo v(x) uporabimo kar oblikovno funkcijo Ψi: 
𝑣(𝑥) = 𝛹𝑖(𝑥) (2.13) 
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Omenili smo, da diferencialno enačbo prevedemo v sistem linearnih enačb. Ob tem velja, da 
vsako diferencialno enačbo prevedemo na sistem tolikih enačb, kolikor ima končni element 
vozlišč. Ob omenjenem dejstvu in združitvi enačb (2.8) do (2.13) pridemo do matričnega 
zapisa integralske enačbe statičnega mehanskega stanja osno obremenjenega 
konstrukcijskega elementa, ki ga predstavlja enačba (2.14). Izpeljava je na voljo v prilogi B 
[4]. 
𝐸𝐴
𝐿
[
1 −1
−1 1
] {
𝑈1
𝑈2
} = {
−𝑁(0)
𝑁(𝐿)
} +
{
 
 
 
 ∫ 𝑛(𝑥)(1 − 𝑥/𝐿)
𝐿
0
𝑑𝑥
∫ 𝑛(𝑥)(𝑥/𝐿)
𝐿
0
𝑑𝑥
}
 
 
 
 
 (2.14) 
 
Z enačbo (2.14) smo definirali sistem dveh linearnih enačb s štirimi neznankami U1, U2, 
N(0) in N(L), pri čemer smo predpostavili konstantnost preseka (A=konst.≠A(x)). Enačba 
popisujejo fizikalno dogajanje po analiziranem območju in jo je potrebno dopolniti še z 
robnimi pogoji (RP) in pogoji konsistentnega prehoda (PKP). RP so v primeru osno 
obremenjenega konstrukcijskega elementa tiste poznane vrednosti na robu analiziranega 
območja, ki podajajo vrednosti vozliščnih sil N ali pomikov U. PKP so tiste vrednosti, ki 
podajajo enakost omenjenih veličin na meji oziroma v skupnem vozlišču dveh ali večih 
končnih elementov. S tem reduciramo 4 neznanke na 2, s čimer je sistem enačb enolično 
rešljiv. 
 
Enačbo (2.14) enostavnejše zapišemo kot: 
[𝐊]
𝑖
𝐮𝑖 = 𝐟𝑖 (2.15) 
 
pri čemer i predstavlja i-ti končni element, [K] togostno matriko, f vektor vozliščnih sil in u 
vektor vozliščnih pomikov. Velja: 
[𝐊]
𝑖
=
𝐸𝐴
𝐿
[
1 −1
−1 1
]   ,     𝐮𝑖 = {
𝑈1
𝑈2
}   ,     𝐟𝑖 = {
−𝑁(0)
𝑁(𝐿)
} +
{
 
 
 
 ∫ 𝑛(𝑥)(1 − 𝑥/𝐿)
𝐿
0
𝑑𝑥
∫ 𝑛(𝑥)(𝑥/𝐿)
𝐿
0
𝑑𝑥
}
 
 
 
 
 (2.16) 
 
Omenjene vrednosti se uporabijo kot vhodni pogoji za določitev elementarne deformacijske 
energije ci
ke, ki predstavlja osnovo optimizacije topologije (predstavljena v poglavju 3.5.1 in 
enačbi (3.16)). 
 
Naj omenimo še, da konstrukcije ne moremo pomrežiti z enim končnim elementom, zato jo 
razdelimo na manjša podobmočja, ki jih lahko analiziramo. Za vsak končni element dobimo 
tako svoj matrični zapis, ki ga razširimo na globalni matrični sistem enačb. Takšna združitev 
ne predstavlja nič drugega kot matrično razširitev na vse prostostne stopnje ob upoštevanju 
medsebojnih geometrijskih relacij za primerno ohranitev konsistentnosti vozliščnih sil in 
pomikov. Sledi sestavljanje matrik posameznih KE. Globalna matrična enačba nato služi za 
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določitev (globalne) togostne matrike, (globalnega) vektor vozliščnih sil in (globalnega) 
vektor pomikov: 
[𝐊]𝐮 = 𝐟 (2.17) 
 
Omenjena relacija se uporabi kot vhodni pogoji za določitev deformacijske energije 
celotnega sistema C, ki predstavlja ciljno funkcijo optimizacije topologije in je 
najpomembnejši parameter omenjene metode (ki je predstavljena v poglavju 3.5.1 in v 
enačbah (3.14) in (3.16)). 
 
Povzemimo vsebino: Pokazali smo,  da na podlagi vozliščnih vrednosti in oblikovnih funkcij 
sklepamo o vrednosti primarnih spremenljivk po celem definicijskem območju. Kot rezultat 
dobimo zvezno funkcijo pomikov, preko katere izračunamo napetostno-deformacijsko 
stanje. Ko izračunamo vrednosti vseh vozliščnih sil in pomikov, lahko enolično definiramo 
vrednosti [K], [K]i, f, fi, u in ui, ki jih nato uporabimo kot vhodne parametre za optimizacijo 
topologije. [4][6] 
 
Ekvivalentno velja za aproksimacijo končnih elementov z večjim številom prostostnih 
stopenj. Ker magistrska naloga obravnava zvezne strukture, je v nadaljevanju predstavljen 
matrični zapis za volumski element, ki je podvržen mehanskim obremenitvam. 
 
 
2.3. Matrični zapis integralske enačbe statičnega 
mehanskega stanja po MKE 
V primeru 3D mehanskega stanja imamo 6 prostostnih stopenj (3 zasuke in 3 pomike), zato 
je kompleksnost enačb mnogo večja. Analiziramo volumski KE. Ideja aproksimacije je 
identična kot pri izpeljavi osno obremenjenega 1D konstrukcijskega elementa, le da imamo 
zaradi večjega števila prostostnih stopenj in večjega števila vozlišč kot rezultat mnogo večji 
sistem linearnih enačb. Zaradi omenjenega je definicija interpolacijskih funkcij zahtevnejša. 
Posledično velja enako za poljubno funkcijo v(x) (na podlagi Galerkinovega pristopa). 
Minimalno število vozlišč v primeru volumskega končnega elementa je namreč 4 (tetraeder), 
a ponavadi si želimo konstrukcijo pomrežiti s heksaedri, ki imamo vsaj 8 vozlišč v primeru 
linearne interpolacije in 20 v primeru kvadratne interpolacije [4][6]. Zaradi tega na tem 
mestu predstavimo le definicijo parametrov [K]i (enačba (2.18)), ui in fi (enačba (2.19)), pri 
čemer obvelja njihova medsebojna relacija iz enačbe (2.15). Poudarimo, da enačba (2.18)  
že upošteva razširitev na vse prostostne stopnje sistema, tako da je za določitev globalnega 
sistema enačb razširitvene matrične zapise posameznih končnih elementov potrebno le še 
sešteti. Za radovednega bralca je jasna izpeljava z istimi oznakami členov enačbe dostopna 
v literaturi [4]. 
[𝐊]𝒊 = ∫([𝐆][?̃?])
T
[𝐄]([𝐆][?̃?])|J𝑖|
𝛺𝑖
𝑑𝛺  ;      [?̃?] = [𝐋][?̃?] (2.18) 
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𝐟𝑖 = 𝐟𝑖
P + 𝐟𝑖
V = ∫ 𝐩[?̃?]
𝛤𝑖
d𝛤 + ∫ 𝐩[?̃?]
𝛺𝑖
𝑑𝛤 (2.19) 
 
Definirajmo parametre v enačbah (2.18) in (2.19): 
- [𝐆] = inverzna Jacobijeva matrika (razširjena na vse prostostne stopnje) 
- [?̃?] = [L][?̃?] = pomožna matrika za razčlenitev vektorjev znotraj [?̃?] 
- [?̃?] = matrika izoparametričnih oblikovnih funkcij (razširjena na vse prostostne stopnje) 
- [L] = matrika parcialnih odvodov 
- [E] = matrika modula elastičnosti po Hooku, ki je definirana v enačbi (2.5) 
- |Ji | = lokalna Jacobijeva matrika posameznega KE 
- Ω = definicijsko območje analiziranega sistema (z indeksom i definiran na nivoju KE) 
- Γ = rob (meja) analiziranega sistema (z indeksom i definiran na nivoju KE) 
- f P = vektor ploskovnih obremenitev 
- f V = vektor volumskih obremenitev 
- p = napetostni vektor 
 
ui je definiran z vsemi prostostnimi stopnjami (trije zasuki φxx, φyy, φzz in trije pomiki Ux, Uy, 
Uz) vseh vozlišč. V primeru npr. 20 vozliščnega končnega elementa ima ui 120 členov. 
Omenimo, da je moč vektorja fi enaka moči vektorja ui, [K]i pa ima v tem primeru 120x120 
členov. Tako je za vsak KE potrebno rešiti 120 enačb s 120 neznankami, v primeru modela 
s 1000 končnimi elementi pa 120 000 enačb s prav toliko neznankami. V aplikativnih 
primerih modeli vsebujejo več 100 000 končnih elementov (praktična primera te naloge jih 
vsebujeta 125275 (poglavje 5.2.1.2) in 178189 (priloga F, podpoglavje 9.6.1.2). Zato ni 
čudno, da je MKE v primerjavi z ostalimi numeričnimi metodami računsko ena najbolj 
potratnih, a hkrati tudi najnatančnejša, saj zelo točno popisuje dogajanje po celem 
definicijskem območju in ne samo v vozliščih. V preteklosti je bila nadgrajena z različnimi 
modeli, ki popisujejo mehaniko kontakta, plastično in časovno odvisno obnašanje, različne 
reološke modele itn.; zato ni pričakovati, da bi kakšna druga metoda prevzela pobudo na 
področju mehanskih numeričnih analiz. Aplikativni del naloge vključuje omenjene plastične 
modele, a se znotraj naloge omejimo le na njihovo omembo in ne na njihovo matematično 
in fizikalno interpretacijo. 
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3. Teorija optimizacije 
3.1. Terminologija na področju optimiranja in pregled 
slovenske literature 
Teorija optimizacije topologije kot tudi optimizacije v splošnem je v slovenskem prostoru 
šibko zastopano področje. Eden izmed razlogov je ozek nabor uporabnikov zaradi njene 
kompleksnosti, drugi pa (kakor je omenjeno v poglavju 1.1), da je optimizacija relativno 
mlado področje numeričnih analiz z začetkom teoretičnega razvoja v osemdesetih letih 
prejšnjega stoletja in aplikativno uporabo, ki se lahko primerja s konvencionalnimi postopki 
optimizacije, šele v tem tisočletju. Zato je terminologija v veliki meri opredeljena s 
teoretičnimi izrazi v angleškem jeziku. 
 
Delno so v slovenskem prostoru teorijo optimizacije topologije definirali B. Harl, J. Predan, 
M. Kegl in N. Gubeljak in jo predstavili na Kuhljevih dnevih 2015 (članek: Projektiranje 
konstrukcijskih delov z uporabo sodobnih simulacijskih postopkov [2]) in 2016 (članek: 
Priprava mehanskega modela za optimizacijo topologije [1]). Tudi starejši vestniki 
Kuhljevih dnevov vsebujejo zapiske o topološki optimizaciji, a so irelevantni zaradi že 
omenjenega hitrega razvoja te panoge zadnjih letih. Največji korak v slovenskem prostoru 
je v tekočem letu naredil M. Polajnar z doktorsko disertacijo z naslovom: Topološka 
optimizacija litega konstrukcijskega elementa glede na napetostni kriterij z uporabo metode 
nivojske postavitve, 2017 [10], ki je dobro teoretično podprta, vendar ne obravnava SIMP 
metode. Smotrno je omeniti še diplomsko delo K. Hojnika (mentor B. Harl) z naslovom: 
Modeliranje in optimizacija topologije aluminijastega stenskega nosilca, 2014 [11], ki je 
zelo bazično, a verjetno kot prvo v slovenskem prostoru omeni SIMP metodo. 
 
Za potrebe magistrskega dela so bili zato tuji izrazi v nekoliko širši meri bodisi poslovenjeni 
ali prevedeni. Terminološki pregled teh je predstavljen v prilogi C. Naloga se hkrati izogiba 
poslovenjeni besedi dizajn (angl. design) in namesto te uporablja primerno obliko korena 
besede oblika (oblikovanje, oblikovni, itn.). Definicija prevodov je namenjena splošni 
sledljivosti. V kolikor si bo bralec teoretične vsebine magistrskega dela želel natančneje 
pojasniti z referirano literaturo (ali jo bo le samoiniciativno pregledoval), mu bo seznam 
prevedenih ali poslovenjenih izrazov omogočil boljšo preglednost in jasnejšo vsebinsko 
sliko. 
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Naj bo zavedeno, da nekateri izrazi ne ustrezajo neposrednemu prevodu, temveč so 
vsebinsko pogojeni (npr.: oblikovno število prostostnih stopenj; prevod angl. design degrees 
of freedom), ali pa niso prvič prevedeni in so definirani v skladu z že omenjeno 
preglednostjo. Pod drobnogled je bilo vzeto tudi interpretiranje pravilne definicije 
optimizacije topologije ali topološke optimizacije, kot jo definira M. Polajnar [10]. Ker 
izvedemo optimizacijo nekega sistema, ki ima svoj volumen z določenimi lastnosti, ki jih 
smatramo kot topologijo sistema, se magistrska naloga opira na izraz optimizacija 
topologije. To je v skladu z interpretacijo prevoda vseh ostalih del v slovenskem prostoru, 
ki jih je uspelo zbrati [1][2][11]. 
 
 
3.2. Uvod v optimizacijski proces oblikovanja 
To poglavje daje predstavo o tem, kaj vse vpliva na proces oblikovanja izdelka ob uporabi 
naprednih optimizacijskih metod in kaj lahko gre narobe/pogojuje ta postopek. Tako je 
bralcu omogočeno, da si ustvari širšo sliko in razume globino optimizacije. Poglavje hkrati 
umesti prevedeno terminologijo iz priloge C v optimizacijski proces oblikovanja. 
 
Obravnavajmo sistem kot izdelek, produkt, sestavljen bodisi iz ene ali več komponent z 
namenom zagotavljanja določene funkcije. Vsak proces razvoja sistema je iterativni proces, 
ki v grobem zajema proces konstruiranja (3D modeliranje v CAD (angl. computer aided 
design) sistemih), proces oblikovanja (konvencionalnega ali optimizacijskega), proces 
izdelave in proces testiranja sistema [12]. Predstavlja povratno zanko, v kateri se iteracije 
nadgrajujejo in dopolnjujejo, njihovo število pa zavisi od kompleksnosti in zahtevnosti 
sistema in/ali komponent ter kvalitete in učinkovitosti omenjenih podprocesov. Deloma je 
zmeraj osnovan v skladu z izkušnjami, intuicijo in iznajdljivosti inženirja. Preden je dosežna 
optimalna oblika sistema, je potrebnih več poskusnih oblik posameznih iteracij. Svojo vlogo 
igra seveda tudi ekonomski aspekt. 
 
Poudariti je potrebno razliko med procesom konstruiranja in procesom oblikovanja, saj 
bralec kmalu poenoti pojma. Proces konstruiranja naj bo opredeljen kot računalniško 
podprto načrtovanje (CAD), ki je definirano zgolj z delovanjem sistema; torej  s 
sestavljivostjo, ki zagotavlja nemoteno funkcionalnost sistema za vse predvidene funkcije. 
Proces oblikovanje naj bo po drugi strani opredeljen kot prilagajanje oblike posameznih 
komponent, ki ne bo zadostila zgolj potrebam opravljanja funkcij, temveč bo izboljšala 
sposobnosti (angl. performance) sistema. 
 
Proces oblikovanja varira glede na fizikalno ozadje sistem, zato se na tem mestu omejimo 
na sisteme, ki bodo analizirani tekom magistrske naloge; na mehanske sisteme zveznih 
struktur, pri katerih je fizikalno ozadje osnovano na napetostno-deformacijskem 
stanju, kakor smo definirali v poglavju 2.1. Proces oblikovanja takšnih sistemov imenujemo 
proces oblikovanja strukture, ločimo pa ga na konvencionalni proces oblikovanja strukture 
(angl. conventional structural design process) in optimizacijski proces oblikovanja strukture 
(angl. optimum structural design process). [12] 
 
Konvencionalni proces oblikovanja strukture temelji na opredelitvi posameznih poskusnih 
oblik (angl. trial design) ločenih iteracij na podlagi splošnega napetostno-deformacijskega 
stanja, ki je intuitivno uporabljen v procesu konstruiranja naslednje iteracije na podlagi 
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izkušen in iznajdljivosti inženirja. Z drugimi besedami; inženir preveri mesta največjih 
napetosti in v skladu z osebno presojo spremeni obstoječo obliko vrednotene komponente. 
 
Optimizacijski proces oblikovanja strukture uporablja natančnejše metode, ki oblikovalca 
prisilijo v eksplicitno definicijo množice oblikovnih spremenljivk (angl. design variables, 
predstavljene v poglavju 3.3.1.3); spremenljivk, ki opredeljujejo variabilnost izhodiščne 
oblike posamezne iteracije in posledično definirajo funkcionalne in geometrijske omejitve 
konstrukcije. S tem je oblikovalec prisiljen v natančno analizo konstrukcijskih omejitev in 
funkcionalnosti izhodiščne geometrije aktivne iteracije in s tem v njihovo definicijo; 
definicijo omejitev (angl. constraints, predstavljene v poglavju 3.3.1.5) ter ciljih in 
namenskih funkcij (angl. cost and objective functions, predstavljene v poglavju 3.3.1.4). Tak 
optimizacijski proces oblikovanja strukture se krajše imenuje optimizacija zveznih 
struktur (predstavljen v poglavju 3.5) in je tema magistrske naloge. V splošnem je pojem 
optimizacijski proces oblikovanja opredeljen s pojmom optimizacija. 
 
V preteklosti je iskanje optimalne oblike temeljilo izključno na procesu konvencionalnega 
oblikovanja. V novem tisočletju in predvsem po zaslugi izjemnega napredka v računskih 
sposobnostih programske opreme v ospredje prihaja optimizacijski proces oblikovanja. 
 
Opis iz prejšnjih odstavkov jasno nakazuje na večjo natančnost predlagane optimalne 
oblike (umeščena v optimizacijski proces na sliki 3.1) ob koncu posamezne iteracije v 
primeru uporabe optimizacijskega oblikovnega procesa. O predlagani optimalni obliki 
govorimo, ker nikoli ne moremo zajeti vseh vplivov, ki v realnosti učinkujejo, hkrati pa 
sistema ni moč eksaktno popisat. Zato je še pomembneje zavedati se, da ob napačni 
interpretaciji in formulaciji problema le ta kmalu divergira od pravilne rešitve, kar se odraža 
kot popolnoma napačna predlagana optimalna oblika. Zaradi tega je potrebno rezultate 
optimizacije uskladiti s konvencionalnimi zaključki in poiskati skupno optimalno obliko, ob 
tem pa upoštevati smernice estetske privlačnosti izdelka. V skladu z omenjenim se je v stroki 
začel uporabljati izraz CADO (angl. computer aided design optimization), ki jasno nakazuje 
na pomembnost optimizacijskega oblikovnega procesa pri procesu oblikovanju sistema. [12] 
 
Do sedaj smo generalno definirali umestitev optimizacijskega procesa oblikovanja v proces 
razvoja izdelka. Kaj pa to pomeni v praksi? Opredelimo problem, na rešitvi katerega bodo 
pojmi enolično pojasnjeni. Zamislimo si še ne-avtomatizirano funkcijo, ki jo želimo 
izpopolniti ali izboljšati glede na ponudbo konkurence. Želimo izdelati mehanski sistem, ki 
bo zagotavljal bodisi avtomatizacijo funkcije ali njeno delovanje z dodano vrednostjo. 
Problem naj bo zastavljen tako, da bo bistveno njegovo strukturno ozadje, zaradi katerega 
se v različnih komponentah sistema pojavijo napetosti. Takšna sistema sta analizirana v 
praktičnem delu magistrske naloge v poglavju 5.2 in dodatno v prilogi F. Za potrebe 
delovanja sistem oblikujemo v skladu s konstrukcijskimi omejitvami. Na podlagi izkušenj, 
presoje po posvetovanju z drugimi udeleženci v procesu razvoja sistema in na osnovi 
analitičnih izračunov lahko sistem nato okvirno optimiziramo – uporabimo konvencionalni 
proces oblikovanja. Ta optimizacija naj ne vsebuje kompleksnih izračunov, ampak naj bo le 
intuitivno pogojena. Sledi postopek izdelave (privzemimo, da postopek konstruiranja in 
oblikovanja upošteva omejitve pri izdelavi) in postopek testiranja. Povsem možno je, da že 
ta struktura (podana v obliki predlagane optimalne oblike) sistema ustreza vsem zahtevam.  
A v tem primeru je lahko sistem konstrukcijsko predimenzioniran, dodatna masa pa bodisi 
poslabša sposobnosti sistema bodisi viša ceno izdelka. Ker nismo uporabili numeričnih 
optimizacijskih metod, ne vemo, kje točno se nahajamo glede na optimalno obliko. S 
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podrobnejšo analizo, ki ustreza osnovnemu opisu optimizacijskega procesa oblikovanja, bi 
se lahko tej obliki mnogo bolj približali. 
 
Po drugi strani lahko konstrukcija omejitvam ne ustreza. Dandanes so zahteve industrije na 
zelo visoki ravni in standardi podrobno in razmreženo definirani, zato ni redkost, da prva 
iteracija ni sprejemljiva. Tako konstrukcija ni skladna z zahtevami testiranja ali pa so njene 
lastnosti preslabe (počasno delovanje, draga izdelava, slaba sestavljivost, slabe sposobnosti 
itn.). Prehod v drugo iteracijo zahteva ponovno ovrednotenje in analizo sistema, pri čemer 
vhodni podatki, pridobljeni iz ne-doseganja kriterijev prejšnje, definirajo vhodne podatke 
naslednje. Na tem mestu se je potrebno vprašati, če je uporabljen pravilen pristop. Takšne 
težave so v primeru optimizacijskega procesa oblikovanja zelo omejene, saj je že predhodno 
za zahteve procesa potrebna eksplicitna definicija robnih pogojev in ostalih vplivnih 
parametrov. Z drugimi besedami; iteriranje do primerne optimalne oblike v primeru večjega 
števila iteracij poteka bolj tekoče in preglednejše. Po drugi strani pa je povsem možno tudi 
to, da lahko v primeru uporabe optimizacijskega proces oblikovanja s prvo iteracijo 
zadostimo vsem zahtevam. 
 
Seveda je bistveno, da presodimo, ali je optimizacijski proces oblikovanja sploh potreben. 
Nujno je poudariti, da je v primerjavi s konvencionalnim procesom oblikovanja časovno 
zelo potraten. Hkrati je dražji, saj zahteva dodatne strojne in programske kapacitete. Na 
masovni ravni (serijska proizvodnja) sicer optimizacijski proces oblikovanja zbija ceno, a 
mnogokrat je enostavnejša oblika z dodatno maso primernejša za izdelavo [12]. Hkrati je 
lahko uporabljen cenejši material, kar privede do cenovno inverznega učinka. Tudi 
sposobnosti sistema so vredne presoje. Nedvomno lahko z optimizacijskim procesom 
oblikovanja izboljšamo vsak izdelek, a na mestu je vprašanje, če je rezultat vreden časovnega 
vložka, sposobnosti pa so primerno večje glede na tržno konkurenco in ponujeno ceno. Glede 
na zgornje omejitve ni nenavadno, da se optimizacija uporablja omejeno, predvsem na 
kompleksnih, preciznih (natančnih, majhnih) ali velikih sistemih, kjer so postopki validacije 
omejeni.  
 
Primer 1: Letalo airbus, ki ga ne moremo kar tako testirati, če bo uspešno zdržal preletel 
določeno razdaljo – potrebne so različne simulacije in optimizacijsko oblikovanje strukture 
na podlagi le teh. [12] 
 
Primer 2: IWM motor je kompleksni sistem, obremenjen tako z elektromagnetno silo, 
pospeški zaradi kontakta kolesa z neravnimi tlemi, obremenitvami zaradi režima vožnje, težo 
avtomobila, temperaturnimi obremenitvami itn., kar privede do termomehanskega stanja v 
komponentah sistema, ki ga je skoraj nemogoče analitično popisati, intuicija pa na tem mestu 
ne pripomore veliko. Tako se je nujno potrebno opreti na optimizacijske oblikovne metode. 
 
 
3.3. Koraki optimizacijski procesa oblikovanja 
Uvod v optimizacijski proces oblikovanja (poglavje 3.2) v besedi opisuje postopek snovanja 
optimizacije in veličine, na katerih ta temelji. Da bi se pravilno odločili za uporabo 
optimizacije in nato sistematično zasnovali problem, ki bi vodil k primernemu rezultatu, je 
potrebno slediti določenim smernicam. V ta namen so se v praksi uveljavili splošni koraki 
kako postopati [12]. Tekom njihove predstavitve je definirana splošna teorija optimizacije, 
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s čimer je bralcu omogočeno povezati vodilne enačbe z idejo uporabe. Dodajmo, da je 
definicija izjave o problemu praktičnih primerov podana v poglavju 4, ki v besedi in sliki 
predstavi IWM motor in vanj umesti statorsko ploščo. Realizacija ostalih korakov je nato 
predstavljena na praktičnih primerih v poglavjih 5.2 in dodatno v prilogi F. 
 
 
 
Slika 3.1: Optimizacijski proces oblikovanja, povzeto po [12]. 
 
Sama izvedba optimizacijskega procesa oblikovanja strogo aplikativno sestoji iz dveh delov; 
iz formulacije optimizacijskega problema in iz izvajanja iteracij optimizacije. Formulacija 
ni nič drugačna kot v klasičnih primerih analize sistema; predstavlja skupino podatkov, ki 
morajo zadostovati, da se optimizacija lahko izvede. Končna odločitev o tem, ali je problem 
primeren za izvedbo optimizacije, je na koncu subjektivno pogojena, kakor je opisano v 
zadnjem odstavku poglavja 3.2 pred primeroma iz prakse. 
 
Iteracija optimizacije, ki nato poteče, uporabi omenjene podatke za določitev spremembe 
oblike. Obliko sistema po spremembi imenujemo cenilna oblika sistema. Iteracije se 
ponavljajo vse do trenutka, ko sistem izpolnjuje vse pogoje optimizacijske metode, ki so bili 
v začetku postavljeni; t. i. ustreza omejitvam (poglavje 3.3.1.5) in kriterijem (poglavje 
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3.3.1.4) optimizacije. Tedaj se ta ustavi. Predpostavka je, da so pogoji postavljeni realno in 
so dosegljivi. Opisana koraka (formulacija in izvajanje iteracij) sta predstavljena tekom 
poglavij 3.3.1 in 3.3.2. 
 
 
3.3.1. Optimizacijski problem 
Optimizacijski problem (slika 3.1) opredeljuje primernost in izvedljivost optimizacijskega 
procesa oblikovanja. Ker se omejimo na optimizacijo zveznih struktur, velja: 
- Če so vsi podatki, ki definirajo problem, znani, je sistem primeren za optimizacijo; 
- V kolikor se omejimo na mehanske sisteme in obravnavamo napetostno-deformacijsko 
stanje, je ob primerni formulaciji za izvedbo ustrezen vsak sistem. 
 
Ob tem je potrebno poudariti, da je formulacija optimizacijskega problema bistvenega 
pomena za končno rešitev, saj je le ta matematično strogo opredeljena, kakor bo razvidno iz 
nadaljevanja tega poglavja. Zato je lahko optimalna rešitev le tako dobra, kot je formulacija 
sama. To si enostavno pojasnimo na primeru kritične omejitve (angl. critical constraint), ki 
bi jo pozabili vključiti v formulacijo [12] – posledično bi se rešitev verjetno bistveno 
razlikovala, saj bi optimizacijska metoda razvijala algoritem preko nedefinirane meje. Drugo 
skrajnost predstavlja prevelika količina podanih omejitev oziroma njihova ne-konsistenca. 
V takšnem primeru optimalna rešitev morda celo ne bi obstajala. V skladu s sliko 3.1 so v 
nadaljevanju definirani koraki snovanja optimizacijskega problema. 
 
 
3.3.1.1. Korak 1: Izjava o problemu 
Vprašanje: Ali so cilji projekta jasni? 
 
Korak 1 opredeljuje opisno formulacijo problema, v kateri je potrebno zajeti splošno 
definicijo cilja projekta in zahteve, ki jih je potrebno izpolniti. Prav tako je predvidena 
predstavitev obravnavanega modela in aproksimacija vhodne geometrije za potrebe analize. 
Konstrukter poda CAD model, ki ga oblikovalec prilagoditi potrebam simulacije. [12] 
 
 
3.3.1.2. Korak 2: Nabor podatkov in informacij 
Vprašanje: Ali imamo vse potrebne informacije, da lahko rešimo problem? 
 
Sledi nabor vseh podatkov in informacij, ki so potrebni za analizo. Ponavadi so to materialni 
podatki, obremenitve in obremenitveni scenariji, konstrukcijske omejitve in ostale 
poenostavitve, ki temeljijo na izjavi o problemu in so potrebne za enolično definicijo 
numeričnega oziroma analitičnega modela. Obremenitve naj bodo pridobljene iz meritev ali 
iz standardov. Konstrukcijske omejitve so v veliki meri definirane s korakom 1 (poglavje 
3.3.1.1), a je oblikovalcu dovoljeno postaviti dodatne, ki poenostavijo obravnavan sistem in 
ob tem bistveno ne vplivajo na spremembo končnega rezultata (aproksimativna analiza 
vijačnih zveze, definicija mehanskega kontakta na podlagi modelov itn.). V kolikor podatki 
niso znani, je potrebno postaviti primerne predpostavke, ki opredeljujejo te neznanke. 
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3.3.1.3. Korak 3: Identifikacija oblikovnih spremenljivk 
Vprašanje: Katere veličine predstavljajo spremenljivke? Kako jih identificirati? 
 
Tretji korak predstavlja identifikacijo množice spremenljivk, imenovanih oblikovne 
spremenljivke (angl. design variables, OS). Oblikovne spremenljivke so hkrati tudi 
optimizacijske spremenljivke, ki popisujejo optimizacijski sistem, saj njihova sprememba 
vpliva na spremembo oblike optimizacijskega območja/prostora. Njihova vrednost se skozi 
iteracije optimizacije spreminja in je pogojen z obliko analize. 
 
V primeru izvajanja analitične analize: Oblikovne spremenljivke zavzamejo vse 
vrednosti znotraj dopustne oblike (angl. feasible design). V kolikor je oblikovnih 
spremenljivk več so kot možen rezultat za dosego optimalne oblike podane vse kombinacije 
vrednosti oblikovnih spremenljivk, ki ustrezajo dopustni obliki. Z drugimi besedami: Potem 
ko identificiramo ciljno funkcijo (angl. objective function, predstavljena v poglavju 3.3.1.4) 
analitično podanega robnega problema, preko iskanja ekstremov preverimo vse možne 
oblike in izberemo absolutno najboljšo, skladno z omejitvami. [12] 
 
V primeru izvajanja numerične analize: Oblikovne spremenljivke v vsaki iteraciji 
zavzamejo le eno izmed vrednosti. Tendenca spremembe vrednosti spremenljivk je nato 
opredeljena s pogoji optimizacijske metode (eksplicitno SIMP metoda, predstavljena v 
poglavju 3.5.4) in določenimi začetnimi nastavitvami optimizacije, kot so npr. parametri 
kriterija konvergence (predstavljeni v poglavju 3.3.1.4). S tem se vrednost oblikovnih 
spremenljivk v naslednji iteraciji spremenijo. Ta proces se ponavlja, dokler ni izpolnjen 
kriterij optimizacije, ki je definiran v poglavju 3.3.1.4. 
 
V splošnem so oblikovne spremenljivke fizikalno ali geometrijsko opredeljene in 
predstavljajo veličino stanja sistema ali definirajo odvisnost med različnimi veličinami 
stanja. V primeru odvisnosti v obliki razmerij so lahko tudi brez-dimenzijsko definirane, 
zato jim ne moremo enolično pripisati enote. Za še bolj usmerjeno definicijo z namenom 
bralcu predstaviti smernice, kako najučinkovitejše definirati oblikovne spremenljivke, 
podajmo nekaj trditev: 
- Oblikovne spremenljivke morajo biti medsebojno neodvisne vsaj znotraj zastavljenih 
omejitev [12]; 
- Število medsebojno neodvisnih oblikovnih spremenljivk definira oblikovno število 
prostostnih stopenj optimizacije (angl. design degrees of freedom). Zahtevnost 
optimizacije eksponentno narašča z magnitudo vrednosti oblikovnega števila, s tem pa 
tudi kontrola procesa in zagotavljanje konvergence. V ta namen je priporočljivo dobro 
definirati le nekaj oblikovnih spremenljivk, ki bodo bistveno vplivale na končni rezultat, 
ostale pa zanemariti [12]; 
- Ko oblikovnim spremenljivkam priredimo naključne vrednosti,  s tem definiramo cenilno 
obliko sistema (angl. design of the system). Numerična optimizacija v vsaki iteraciji 
optimizacije (predstavljena v poglavju 3.3.2) izvede več notranjih iteracij (lepo razvidno 
iz slike 3.1). Vsaka notranja iteracija kot rezultat poda cenilno obliko sistema. Notranje 
iteracije potečejo zato, ker vsaka cenilna oblika nujno ne ustreza omejitvam optimizacije. 
Končna oblika vsake iteracije je prav tako cenilna oblika, a hkrati ustreza omejitvam in 
ker predstavlja obliko, ki je podvržena kriteriju optimizacije, je hkrati poskusna dopustna 
oblika (angl. trial feasible design). Tako je število poskusnih dopustnih oblik uspešne 
numerične optimizacije enako številu iteracij te optimizacije [12]. Sicer obstajajo metode, 
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ki »dopuščajo« nedopustno vmesno rešitev in v tem primeru podajo visoko t. i. kazen 
(ang.  penalty, oznaka p; parameter je predstavljen v poglavjih 3.5.3.7, 3.5.4.1 in 3.5.4.2, 
njegov dejanski praktičen vpliv pa je opisan v poglavju 3.5.4.5), na podlagi katere se 
cenilna oblika v naslednji iteraciji vrne v dopustno območje. Takšne metode so v nalogi 
izvzete iz teoretične predstavitve, a jih v praktičnih primerih upoštevamo; 
- Vse oblikovne spremenljivke ponavadi zapišemo znotraj vektorja x, ki ga imenujemo 
vektor oblikovnih spremenljivk (angl. design variable vector). 
 
Vektor oblikovnih spremenljivk je definiran kot: 
𝐱 = {𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑖 , … 𝑥𝑚}  ;     𝑖 = 1,…𝑚 (3.1) 
 
kjer je m število oblikovnih spremenljivk. Ko definiramo določeno cenilno obliko sistema, 
ta sestoji iz točno določenih vrednosti vektorja oblikovnih spremenljivk x*, ki je podmnožica 
vektorja oblikovnih spremenljivk x. Razliko si lahko predstavljamo kot gabarite določene 
komponente, s čimer definiramo x. Ko gabaritom priredimo točno določeno vrednost, 
definiramo x*, ki je podmnožica x. [12] 
 
Najpogosteje je optimizacija izvedena na oprijemljivih primerih, ki si jih je moč predstavljati 
(sem spada tudi optimizacija zveznih struktur). Zato v večini primerov optimizacij 
geometrija definira vodilne/najvplivnejše OS. Bodisi volumen samo odvzemamo/dodajamo 
(optimizacija topologije), ga spreminjamo (optimizacija oblike) ali oboje (optimizacija 
parametrov). Razlike med temi in drugimi vrstami so predstavljene v poglavju 3.4.2, pri 
čemer je pomembno poudariti, da parametrična optimizacija ne more biti tako dobra na 
ločenih področjih, kot sta specifično optimizacija topologije in oblike vsaka na svojem. 
 
V kolikor pustimo proste roke pri izbiri materiala, skozi optimizacijo spremljamo tudi 
materialne lastnosti v obliki OS. Magistrska naloga sicer izključuje variacijo materiala za 
oba praktična primera in definira aluminij (v poglavju 4.6) kot izhodiščni material, a hkrati 
preko SIMP metode kot rezultat podaja variabilen modul elastičnosti z namenom razširitve 
območja predlagane optimalne rešitve (pojasnjeno v poglavjih 3.5.4.1 in 3.5.4.2). Hkrati 
optimizacija topologije definira geometrijske OS na nivoju KE, ki jih odvzemamo in 
dodajamo v cenilno obliko sistema (predstavljeno v poglavju 3.5.3.1). Geometrijske 
spremenljivke torej definiramo lokalno na podlagi numerične mreže sistema.  
 
 
3.3.1.4. Korak 4: Identifikacija kriterija optimizacije 
Kako postaviti kriterij, ki bo kot rezultat predlagal najustreznejšo optimalno obliko? 
 
Poglavje 3.3.1.3 v tretji alineji navaja, da so poskusne dopustne oblike sistema tiste cenilne 
oblike sistema (angl. trial feasible design), ki ustrezajo vsem omejitvam optimizacije in so 
podvržene analizi doseganja kriterijev optimizacije. Na tem mestu bomo izpuščali besedo 
sistem in poskusno dopustno obliko poenostavili v dopustno obliko (umeščena v 
optimizacijski proces oblikovanja na sliki 3.1), katerih nabor predstavlja podmnožico splošni 
definiciji dopustne oblike v drugem odstavku poglavja 3.3.1.3, ker je definirana kot vektor 
vseh možnih oblik, ki zadostujejo pogojem omejitev, pri čemer S* definira množico vseh 
poskusnih dopustnih oblik in S množico vseh dopustnih oblik sistema [12]. Sledi: 
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𝐒∗ = {𝐱∗} ;       𝐒 = {𝐱} ;      𝐒∗ ∈ 𝐒     =>       𝐱∗ ∈ 𝐱 (3.2) 
 
V splošnem obstaja veliko dopustnih oblik sistema. Nekatere so boljše, nekatere slabše, zato 
je potrebno definirati funkcijo, na podlagi katere bomo zmožni analizirati in medsebojno 
primerjati različne dopustne oblike in predhodno skozi notranje iteracije izločiti tiste cenilne 
oblike, ki ne ustrezajo omejitvam. Takšna funkcija se imenuje ciljna funkcija (angl. objective 
function) optimizacijskega problema in jo označimo z f(x). Naštejmo nekaj osnovnih 
lastnosti ciljne funkcije: [12] 
- Biti mora skalarna funkcija; 
- Biti mora funkcija vektorja oblikovnih spremenljivk; 
- Definirana mora biti za vse poljubne kombinacije vrednosti oblikovnih spremenljivk. 
 
Ko imamo primerno definirano ciljno funkcijo, lahko določimo kriterije optimizacije. 
Iz matematičnega vidika je proces optimizacije v najstrožjem pogledu definiran kot 
proces iskanja ekstrema (ponavadi minimuma) ciljne funkcije [13]. S tem zadostimo 
potrebi po najboljših sposobnosti (angl. performance) sistema v skladu s ciljno funkcijo in 
definiranim fizikalnim ozadjem problema. Matematična formulacija je predstavljena v 
enačbi (3.3), kjer f(x) definira ciljno funkcijo v obliki: 
min(𝑓(𝐱)) = max(−𝑓(𝐱))      =>        
𝜕
𝜕𝐱
𝑓(𝐱) = 0 (3.3) 
 
Kakor nakazuje zgornja enačba, lahko problem iskanja minimuma v primeru množenja 
ciljne funkcije z vrednostjo –1 pretvorimo v problem iskanja maksimuma. Kadar ne 
govorimo o generalni formulaciji, se v mednarodni terminologiji pojavljata specifična 
izraza: angl. profit function (namenska maksimum funkcija) za problem iskanja maksimuma 
in angl. cost function (namenska minimum funkcija) za problem iskanja minimuma 
[12][13][14]. Za potrebe magistrske naloge napravimo predpostavko: V nadaljevanju bo 
uporabljen izključno izraz angl. objective function, obravnavali pa bomo optimizacijski 
problem iskanja minimuma. S tem ne bomo naredili nobene napake, razlika bo le v 
posplošenem poimenovanju ciljne funkcije. 
 
Za boljšo razlago predstavimo teorijo v nadaljevanju na primeru z istim fizikalnim ozadjem, 
kot je tema praktičnega dela magistrske naloge: Iščemo minimalen volumen, ki naj 
predstavlja ciljno funkcijo f(x), pri čemer želimo zadostiti postavljenim omejitvam. 
Iteracije optimizacije potekajo tako dolgo, dokler ni izpolnjen kriterij optimizacije. Ta je 
definiran z ozirom na naravo optimizacije. V primeru analitične analize (ki je omejena na 
enostavne sisteme), je absolutni minimum enolično določen, medtem ko je v primeru iteracij 
optimizacijo v nekem trenutku potrebno ustaviti; s tem je zagotovo storjena napaka – kako 
velika je ta, je odvisno od definicije ciljne funkcije in kvalitete kriterija. 
 
Absolutni globalni kriterij [12][13][14]: Optimalna oblika (angl. optimum design) je tista 
dopustna oblika, katere oblikovne spremenljivke podajo najmanjšo vrednost ciljne funkcije: 
𝑓(𝐱∗) ≤ 𝑓(𝐱) (3.4) 
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Konvergenčni kriterij optimizacije (numerična analiza) [12][13][14]: Predlagana 
optimalna oblika (angl. trial optimum design) je prva dopustna oblika, katere ciljna funkcija 
je enaka ali se od ciljne funkcije dopustne oblike prejšnje (i–1) iteracije razlikuje za manj 
kot predhodno predpisana vrednost K. i je zaporedna številka iteracije. K definirajmo kot 
parameter konvergenčnega kriterija optimizacije. Tedaj se optimizacija ustavi. 
∆𝑓𝑖 = 𝑓𝑖−1(𝐱
∗) − 𝑓𝑖(𝐱
∗) ≤ 𝐾 (3.5) 
 
Statični kriterij optimizacije (numerična analiza) [12][13][14]: Predlagana optimalna 
oblika je prva dopustna oblika, katere ciljna funkcija je enaka ali manjša od parametra 
statičnega kriterija optimizacije L, pri čemer je i število iteracij optimizacije: 
𝑓𝑖(𝐱
∗) ≤ 𝐿 (3.6) 
 
Parametra K in L sta skalarni vrednosti, ki ju predpiše oblikovalec v skladu s presojo in 
izkušnjami, potem ko metoda na podlagi matematičnega ozadja predlaga določeno vrednost. 
K je ponavadi majhen (red velikosti 0.001), saj so današnji algoritmi kvalitetni in učinkoviti. 
Po drugi strani L ustreza specifični vrednosti in je pogojen s kvantitativnimi lastnostmi 
sistema. V primeru iskanja minimalnega volumna postavimo mejo tako, da definiramo  
njegovo kritični vrednost na način: Volumen, ob katerem bo dosežena optimalna oblika 
konstrukcije, je predpisan z npr. 0.1 vrednostjo začetnega volumna. 
 
Očitno je, da s takšnim kriterijem ne moremo doseči absolutne optimalne oblike. Način je 
primeren izključno zato, ker je hiter, jasno določljiv in v primeru pravilnega poteka 
optimizacije zagotovo poda tendenco k najustreznejši obliki, ki jo iščemo. Ta tendenca je 
mnogokrat dovolj, da ocenimo optimalno obliko, še posebej če upoštevamo, da smo z 
določenimi predhodno postavljenimi predpostavkami zanemarili nekatere parametre, ki bi 
zagotovo vplivali na končni rezultat (optimizacija pa jih ne upošteva). Namreč, v primeru 
postavitve konvergenčnega kriterija se prav lahko zgodi, da pride do naključnega ujemanja 
dveh zgodnjih zaporednih iteracij, ki podata podobno vrednost ciljne funkcije. Tako se lahko 
optimizacija prehitro ustavi. V ta namen sodobnejši algoritmi uporabljajo metode 
konvergenčne definicije na podlagi j-tega števila vrednosti ciljnih funkcij zadnjih nekaj 
iteracij. Ta vrednost se giblje med 5 in 10 [12][14]. Primer definicije takšnega kriterije za 
optimizacijo topologije je predstavljen v poglavju 3.5.3.6.  
 
Nadalje je potrebno poudariti razliko med optimalno in predlagano optimalno obliko. V 
strogem pomenu besede o optimalni obliki govorimo v primeru analitične analize v skladu 
z enačbo (3.4), saj jo lahko le tako enolično določimo. 
 
V primeru numerične analize se lahko zmeraj sprašujemo, kaj bi se zgodilo, če bi pustili, da 
se iteracije izvajajo naprej oziroma če bi drugače definirali parametra K in T. Da bi se 
prepričali o sprejemljivosti predlagane oblike, je potrebno optimizacijski proces oblikovanja 
strukture zmeraj dopolniti s konvencionalnim procesom oblikovanja, kakor je pojasnjeno v 
poglavju 3.2 – najprej je potrebno predlagano obliko estetsko prilagoditi, tako da bo kupcu 
ustrezna, nato pa analizirati strukturo in preveriti, če dobljeno napetostno-deformacijsko 
stanje (v primeru vseh obremenitvenih scenarijev, ki so definirani v poglavju 4.7 in v prilogi 
D) ustreza omejitvam. Šele s tem poskusno optimalno obliko potrdimo kot ustrezno. V 
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kolikor se pokaže obratno, je potrebno optimizacijski proces oblikovanja strukture ponoviti 
bodisi z drugo optimizacijsko metodo, drugimi nastavitvami konvergenčnih kriterijev ali s 
spremembo robnih pogojev, oblikovnih spremenljivk, omejitev in/ali obremenitvenih 
scenarijev. Praktična primera predstavljata ravno to; sta tretja »optimizacijska« 
iteracija, saj sta se prvi dve izkazala za neustrezno. Več informacij o tem podaja opredelitev 
iteracij optimizacijskega procesa oblikovanja v uvodu poglavja 5.  
 
Vrnimo se na primer, kjer smo minimalen volumen definirali kot ciljno funkcijo. S tem 
predstavimo ozko mejo med OS in ciljnimi funkcijami (volumen je lahko tudi OS). Včasih 
je sistem zelo nejasen, zato točno ne vemo, kaj naj bo ciljna funkcija. Za razrešitev takšnih 
sistemov obstajajo t. i. več-ciljne funkcije (angl. multi-objective functions). Primer: 
Istočasno želimo optimizirati sistem tako, da iščemo minimalni volumen in minimalne 
napetosti na nekem območju. Optimizacijski problem se sicer zdi kontradiktoren, a je v 
realnosti povsem mogoč. Magistrska naloga takšnih sistemov ne obravnava. 
 
 
3.3.1.5. Korak 5: Identifikacija omejitev optimizacije 
Katere omejitve optimizacije ima MKE model? 
 
Peti korak pri formulaciji optimizacijskega problema predstavlja identifikacija omejitev 
optimizacije. Omejitve so v splošnem definirane tako, da morajo biti funkcije vsaj ene 
izmed oblikovnih spremenljivk [12][14]. Oblikovne spremenljivke pa so, kakor je 
definirano v poglavju 3.3.1.3 in v skladu z naravo analize zveznih struktur, geometrijsko ali 
fizikalno opredeljene ali pa definirajo razmerja med veličinami. 
 
Pomembno je, da ločimo med robnimi pogoji mehanskega modela in optimizacijskimi 
omejitvami. Robni pogoji podajajo vrednost primarnih in/ali sekundarnih 
spremenljivk na robu analiziranega sistema, medtem ko pri optimizaciji omejitev 
predstavlja neko funkcijo, ki je v obliki neenačbe ali enačbe hkrati kriterij 
optimizacije. Tega mora mehanski model izpolnjevati, v kolikor želimo zadostiti zahtevam 
dopustne oblike optimizacije. Na tem mestu zožimo mehanski model na MKE model v 
skladu z opisom metode končnih elementov iz poglavij 2.2 in 2.3. Ta predstavlja zvezno 
strukturo, ki jo pomrežimo in s tem diskretiziramo za potrebe numerične analize (definicija 
v poglavju 2.1. Vrednosti napetostno-deformacijskega stanja so nato mnogokrat uporabljene 
za identifikacijo eksaktne vrednosti omejitve optimizacije v določeni iteraciji, saj so 
omejitvene funkcije skoraj zmeraj funkcija spremenljivk mehanskega problema.  
 
V splošnem se za omejitve uporabljata tujki angl. constraints in angl. restrictions tako za 
robne pogoje v mehaniki kot za omejitve pri optimiranju. V skladu s sklicno literaturo 
[12][13][14] je v teoretičnem delu naloge uporabljen izraz angl. constraints, v praktičnem 
delu v poglavju 5.1 pa (sklicno s programskim okoljem Abaqus) oba. Matematično omejitve 
pri optimiranju delimo na omejitvene enačbe in omejitvene neenačbe optimizacije. 
 
Omejitvene enačbe (angl. equality constraints): So tiste omejitve, ki opredeljujejo 
povezanost oblikovnih spremenljivk preko enačbe: 
ℎ𝑓(𝐱) = 0 (3.7) 
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Omejitvene neenačbe (angl. inequality constraints, one-sided constraint): So tiste 
omejitve, ki opredeljujejo povezanost oblikovnih spremenljivk preko neenačbe: 
𝑔𝑓(𝐱) ≤ 0 (3.8) 
 
pri čemer  je hf  funkcija omejitvene enačbe in gf funkcija omejitvene neenačbe optimizacije. 
 
 
 
Slika 3.2: (a) Primer 2D enostavne omejitvene enačbe in (b) primer 2D enostavne omejitvene 
neenačbe, povzeto po [11]. 
 
Slika 3.2 predstavlja enostavna primera, na katerih je moč predstaviti oba tipa omejitev, tukaj 
predstavljena v eksplicitni obliki. Da bo bralcu jasna razlika  med eksplicitno in implicitno 
definicijo, definirajmo enačbi (3.9) in (3.10). 
𝑥1 = 𝑥2 (𝑒𝑘𝑠𝑝𝑙𝑖𝑐𝑖𝑡𝑛𝑜)     =>       ℎ𝑓(𝐱) = 𝑥1 − 𝑥2 = 0 (𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑐𝑖𝑡𝑛𝑜) (3.9) 
𝑥1 ≤ 𝑥2 (𝑒𝑘𝑠𝑝𝑙𝑖𝑐𝑖𝑡𝑛𝑜)     =>       𝑔𝑓(𝐱) = 𝑥1 − 𝑥2 ≤ 0 (𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑐𝑖𝑡𝑛𝑜) (3.10) 
 
Na podlagi definicij v enačbah (3.9) in (3.10) lahko definiramo množico omejitev 
optimizacijskega problema C, pri čemer i in j predstavljata tekoča indeksa, p in n pa število 
omejitvenih enačb oziroma neenačb: [12] 
𝐂 = {ℎ𝑓,𝑗(𝐱),   𝑗 = 1 do 𝑝  ;      𝑔𝑓,𝑖(𝐱),   𝑖 = 1 do 𝑛} (3.11) 
 
Vse omejitve optimizacije so za potrebe strukturne analize definirane 
napetostno-deformacijsko ali geometrijsko [14]. V kolikor postavimo kot robne pogoje 
napetosti, ki je poljuben delec strukture optimizacijskega območja (angl. design space, 
definiran v poglavju 3.3.1.6) ne sme preseči, s tem definiramo primer omejitvene neenačbe 
optimizacije. Po drugi strani bi lahko primer omejitvene enačbe optimizacije definirali z 
gabaritom, ki se mora ohranjati [14]. V splošnem so vsi geometrijski kontakti optimizirane 
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komponente omejitvene enačbe optimizacije. Ti jo namreč povezujejo z ostalimi 
komponentami sistema, zato se morajo za potrebe zagotavljanja osnovne funkcije delovanja 
ohranjati. Programska orodja, kot je Abaqus, takšne omejitve predhodno definirajo preko 
uvoženega CAD modela, zato tega ni potrebno eksplicitno storiti. V odvisnosti od narave 
kontakta se lahko sicer postavijo različni modeli (definicija trenja in distribucije energije 
itn.), ki ga vrednotijo, a ker je material na takšnih območjih tako ali tako zahtevan, se ta  
mnogokrat izvzamejo iz optimizacijskega območja. Posledično specifikacije kontakta pri 
optimizaciji ne igrajo posebne vloge. 
 
 
3.3.1.6. Korak 6: Ocena/definicija začetne oblike 
Kako definirati optimizacijsko območje in oceniti primerno začetno obliko? 
 
Predvsem glede na izjavo o problemu in konstrukcijske omejitve je potrebno oceniti začetno 
obliko za optimizacijo na podlagi definiranega optimizacijskega območja (angl. design 
space, feasible design, feasible set, feasible region). Izhodišče predstavlja CAD model, ki 
definira geometrijski prostor za optimizacijo, ki ni enak optimizacijskemu. Matematično je 
optimizacijsko območje opredeljeno z enačbo (3.12). V poglavju 3.3.1.4 smo z enačbo (3.2) 
definirali množico vseh dopustnih oblik S in povedali, da mora biti ta skladna z omejitvami. 
Opis v tem poglavju namiguje, da S hkrati predstavlja optimizacijsko območje. Če ga 
omejimo z omejitvenimi enačbami in neenačbami optimizacije [12], velja: 
𝐒 = { 𝐱 | ℎ𝑓,𝑗(𝐱),   𝑗 = 1 do 𝑝  ;      𝑔𝑓,𝑖(𝐱),   𝑖 = 1 do 𝑛} (3.12) 
 
Glede na vrste numerične optimizacije (poglavju 3.4.2) se ideje, kako najboljše oceniti 
primerno začetno obliko, razlikujejo. Ker magistrska naloga obravnava optimizacijo 
topologije, podajmo smernico, ki ji sledi ta metoda: V praksi obstajajo območja, ki so 
zaklenjena za optimizacijo topologije, čeprav so potrebna za izračun 
napetostno-deformacijskega stanja znotraj optimizacijskega območja. S tem dodatno 
omejimo množico dopustnih oblik, s čimer lahko bistveno vplivamo na hitrost konvergence, 
čas trajanja optimizacije in primernost predlagane optimalne oblike. Ta logika je uporabljena 
v praktičnem delu magistrske naloge (v poglavju 5.2.2.1 in v prilogi F, podpoglavju 9.6.2.1). 
 
 
3.3.2. Iteracije optimizacije 
Večino dejstev, ki opisujejo vpliv kvalitetne definicije optimizacijskega problema na število 
in hitrost izvajanja iteracij optimizacije, je že opisanih v poglavju 3.3.1. Namen tega poglavja 
je bralcu predstaviti strukturo poteka iteracije numerične optimizacije (kot prikazuje slika 
3.1) in kronološko vanjo umestiti identificirane podatke x*, f(x*), hf(x*) in gf(x*). 
 
V začetku naloge (poglavje 3.23.2) je bila predstavljena iteracija procesa razvoja sistema, ki 
ni enaka iteraciji optimizacije. Znotraj konvencionalnega procesa oblikovanja ponavadi 
nimamo iteracij, medtem ko jih optimizacijski proces oblikovanja vsebuje in so posledica 
numerične definicije problema in ideje ter računske formulacije posamezne optimizacijske 
metode; v primeru te naloge optimizacije topologije, kakor opisuje poglavje 3.5. 
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Numerična optimizacija (poglavje 3.4.1) je torej iterativni proces. Iteracija optimizacije je 
sestavljena iz povratne zanke (v skladu s sliko 3.1). Ker je potek zanke močno odvisen od 
optimizacijske metode, je v tem poglavju proces iteracije izključno le povzet. Eksplicitna 
definicija je kasneje definirana skozi predstavitev teorije optimizacije topologije. 
 
 
3.3.2.1. Korak 1: Analiza sistema 
V kolikor želimo izvesti optimizacijo, moramo definirati stanje sistema. Le to zavisi od 
fizikalnega ozadja (mehanika zveznih struktur, osnovana na napetostno-deformacijskem 
stanju ob uporabi MKE; poglavje 2). 
 
Sledi uporaba optimizacijskega algoritma, ki uporabi izhodne podatke napetostno-
deformacijskega stanja kot vhodne podatke za eksplicitno določitev vektorja oblikovnih 
spremenljivk x*. Ti so, kot je predstavljeno v poglavju 3.3.1.3, funkcije veličin stanja; za 
mehanski sistem so definirane napetostno (lahko tudi preko sil), deformacijsko ali 
geometrijsko. Cilj koraka je definicija podatkov, ki jih določena metoda potrebuje za 
kontrolo omejitev (poglavje 3.3.2.2), kontrolo konvergence ciljnih kriterijev (poglavje 
3.3.2.3) in spremembo oblike (poglavje 3.3.2.4). 
 
 
3.3.2.2. Korak 2: Kontrola omejitev 
Izvedemo kontrolo omejitev skladno z enačbama (3.7) in (3.8), tokrat v eksplicitno definirani 
obliki hf(x
*) in gf(x
*). Ponovno poudarimo, da so omejitve definirane v skladu s predhodno 
določenim definicijskim območjem numerične optimizacije (skladno s poglavjem 3.3.1.6). 
 
Bralcu je na tem mestu predlagano slediti korakom, ki jih ilustrira slika 3.1 in so v skladu s 
tretjo alinejo v poglavju 3.3.1.3: Če so vse enačbe, ki pogojujejo omejitve, izpolnjene, je 
predlagana cenilna oblika sistema dopustna. S tem je definirana »zunanja« iteracija 
optimizacije, ki ji sledi kontrola konvergence ciljnih kriterijev. V kolikor vse enačbe niso 
izpolnjene, je predlagana cenilna oblika neizvedljiva, zato se kontrola konvergence ciljnih 
kriterijev preskoči (korak 3, poglavje 3.3.2.3), saj predlagana oblika ni zrela za predlog 
optimalne. V tem primeru se glede na pogoje optimizacijske metode (predstavljene splošno 
v poglavju 3.3.2.4 in eksplicitno za optimizacijo topologije tekom poglavja 3.5) ponovno 
definira nova cenilna oblika sistema. Takšno obliko iteracije poimenujemo »notranja«. 
 
V praksi je ponavadi tako, da imamo na začetku in koncu simulacije več notranjih iteracij, 
medtem ko v jedru manj. Notranjih iteracij je na začetku več, ker tendenca k ekstremu ni 
jasno določena. Zato so bodisi spremembe cenilne oblike dovolj velike, da se pod vprašaj 
postavljajo osnovno postavljene omejitve, ali pa so že te tako strogo določene glede na 
definicijsko območje optimizacije, da jim je težko zadostiti. Na koncu simulacije je več 
notranjih iteracij zato, ker je cenilna oblika sistema že zelo dober približek optimalni, kar 
pomeni, da smo blizu mej optimizacije, ki jih kaj hitro presežemo. 
 
Praktičen primer je omejitev maksimalne napetosti, ki se pojavi v optimizirani konstrukciji. 
Ko odvzemamo material, se vrednosti napetosti višajo, saj je struktura zmeraj manj toga. 
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Proti koncu simulacije je tako ta vrednost lahko presežene in posledično je potrebno dodati 
nekaj materiala nazaj, da ponovno zadostimo pogojem dopustne oblike. 
 
 
3.3.2.3. Korak 3: Kontrola konvergence ciljnih kriterijev 
Izvedemo kontrolo ciljnih kriterijev v skladu z enačbami  (3.4) do (3.6). V 99.9% vseh 
aplikativnih primerov je optimizacija numerična, od teh pa je enaka mera ciljno kontrolirana 
na podlagi konvergenčnega kriterija (enačba (3.5)), ki je hkrati uporabljen v praktičnem delu 
magistrske naloge. V kolikor je kriterij izpolnjen, se optimizacijski proces ustavi in kot 
rezultat poda dopustno obliko zadnje iteracije, ki predstavlja predlog optimalne oblike. Opis 
splošnih posebnosti kriterijev je predstavljen v poglavju 3.3.1.4. V kolikor kriterij ni 
izpolnjen, dopustna oblika ni optimalna in je zato podvržena ponovni spremembi oblike; 
sledi torej nova iteracija, ki na podlagi koraka 4 (poglavje 3.3.2.4) spremeni cenilno obliko 
sistema in nato ponovi vse korake iteracije optimizacije. 
 
Kot zanimivost omenimo primere optimizacij, kadar definiramo več ciljnih funkcij hkrati, 
vsako s svojim kriterijem. Kriterij konvergence je pri teh konsistenten z zgoraj opisanim, in 
sicer: Konvergenca je dosežena in optimizacijski proces ustavljen tedaj, ko v isti iteraciji vse 
cilje funkcije ločeno izpolnjujejo svoj kriterije konvergence. 
 
 
3.3.2.4. Korak 4: Sprememba oblike glede na pogoje optimizacijske 
metode 
Za uspešno optimizacijo je potrebno identificirati optimizacijsko metodo, saj lahko le tako 
primerno definiramo vhodne podatke x, f(x), hf(x) in gf(x). Ta na koncu vsake neustavljene 
iteracije kot rezultat poda spremembo cenilne oblike sistema v skladu z začetno obliko 
optimizacije.  Sprememba cenilne oblike je torej definirana s kriteriji optimizacijske 
metode. Pogoji so matematično osnovani kriteriji in se močno razlikujejo glede na vrsto 
optimizacije (ki so predstavljene v poglavju 3.4.2) in delno glede na metodo znotraj iste 
vrste. Kot rezultat podajo podobmočja, kjer je v skladu z določeno stopnjo zaupanja smiselno 
odvzeti/dodati material, drugače oblikovati površino, spremeniti materialne lastnosti itn. 
 
Magistrska naloga se osredotoča na optimizacijo topologije zveznih struktur in obravnava 
metode za določitev podobmočij odvzemanja in dodajanja materiala. Ker je 
napetostno-deformacijsko stanje analizirano na podlagi MK, vsak KE služi kot ločeno 
podobmočje in hkrati kot oblikovna spremenljivka (obrazloženo v poglavju 3.5.3.1), ki 
ga naloga obravnava na podlagi pogojev SIMP optimizacijske metode [15]. Ta kot rezultat 
podaja spremenljiv modul elastičnosti skozi predlagano optimalno obliko. Teoretična 
vsebina omenjene metode je predstavljena v poglavju 3.5.4, praktično pa je uporabljena za 
optimizacijo topologije obeh aplikativnih primerov v poglavju 5.2 in dodatno v prilogi F. 
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3.4. Klasifikacija optimizacije 
V poglavju 3.3 so bralcu predstavljene teoretične osnove in ideja optimizacije. Predno se 
specifično lotimo obravnave teorije optimizacije topologije, je potrebno predstaviti vrste 
optimizacije, ki so bile sicer v grobem že omenjene. Poglavje 3.4 tako bralcu poda 
kompletno sliko razlik med vrstami in s tem enolično opredeli optimizacijo topologije kot 
način izvedbe optimizacijskega procesa oblikovanja. 
 
 
3.4.1. Analitična in numerična optimizacija 
Nekatere razlike med analitično in numerično optimizacijo so skozi magistrsko nalogo že 
bile opisane, na tem mestu pa jih strjeno povzemimo, pri čemer numerično analizo 
smatrajmo bazirano na analizi mehanskega sistema zveznih struktur (poglavje 2). 
 
Analitična optimizacija je osnovana tako, da vsaka cenilna oblika sistema predstavlja 
dopustno obliko sistema. Hkrati je vsaka dopustna oblika sistema podvržena kontroli preko 
absolutnega globalnega kriterija konvergence (enačba (3.4)), ki kot rezultat poda enolično 
rešitev optimizacije; ta predstavlja ekstrem. Na nivoju analitične optimizacije torej ne 
govorimo o predlagani optimalni obliki ampak o absolutni optimalni obliki. Z drugimi 
besedami: Zapišemo ciljno funkcijo f(x) in poiščemo njen ekstrem na podlagi prvega odvoda 
(po vsaki OS xi), kakor je definirano v enačbi (3.3). Ko najdemo vse ekstreme, preverimo 
ustreznost rešitve na podlagi omejitev optimizacije. S tem se vrstni red kontrole omejitev 
(poglavje 3.3.2.2) in kontrole konvergence ciljnih kriterijev (poglavje 3.3.2.3) zamenja. 
Hkrati je iz opisanega odstavka evidentno, da je analitična optimizacija izvedena v enem 
samem koraku in ni iterativna metoda, razen če jo definirano drugače. [12] Analitična 
optimizacija je uporabna v enostavnih sistemih, kjer je oblikovno število prostostnih stopenj 
majhno (5 ali manj) [12][14]. Največji problem predstavlja predvsem kompleksnost ciljne 
funkcije f(x). Optimizacija je v osnovi pogojena z njeno odvedljivostjo po vsaki izmed OS 
xi. V kolikor ta pogoj ni izpolnjen, problem analitično ni rešljiv, kar je le ena izmed težav, 
ki lahko nastopijo pri analitični optimizaciji. 
 
Po drugi strani je za izvedbo numerične optimizacije potrebno za vsako iteracijo določiti 
eksplicitno vrednost oblikovnih spremenljivk (točno določeno vrednost vektorja oblikovnih 
spremenljivk) in jo vstaviti v ciljno funkcijo [15][16]. V vsaki iteracijo torej izračunamo 
vrednost ciljne funkcije in na podlagi (ponavadi) konvergenčnega kriterija optimizacije 
(enačba (3.5)) iščemo ekstrem. Točka nove iteracije pa žal skoraj nikoli ni gotova, zato je 
njeno določitev potrebno matematično sistematično definirati. V praksi so se uveljavile 
različne metode, kako postopati v takšnem primeru in so dobro predstavljene v literaturi 
[12][13][14]. Omenimo le osnovno idejo, ki predpostavi ločeno določitev smeri iskanja 
(angl. search direction) in velikosti koraka (angl. step size) iteracije: 
𝑓𝑖(𝐱𝑖
∗) = 𝑓𝑖−1(𝐱𝑖−1
∗ + 𝛼𝑖−1𝐝𝑖−1
∗ ) (3.13) 
 
Pri tem je x* eksplicitna vrednost vektorja oblikovnih spremenljivk, α definira korak 
iteracije, d* vektor smeri iskanja (je funkcija oblikovnih spremenljivk), i pa tekočo iteracijo 
[12]. Numerična optimizacija je torej za razliko od analitične iterativna metoda. Posledično 
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je v ciljno funkcijo potrebno vstavljati vrednosti in se približevati optimalni rešitvi na 
podlagi algoritmov čim hitrejšega približevanja. 
 
Zaradi kompleksnosti sistemov (ki jih je zaradi tega sploh potrebno numerično ovrednotiti) 
mnogokrat obstaja zelo omejeno število skladnih sprememb vrednost oblikovnih 
spremenljivk xi
* v vektorju oblikovnih spremenljivk x*, ki zadostijo pogojem optimizacijskih 
metod (npr. SIMP metoda itn.) za spremembo  cenilne oblike sistema ali pa je sistem 
računsko tako zelo zahteven, da je določitev spremembe, ki hkrati predstavlja približevanje 
optimalni obliki, časovno zelo potratna. Sprememba cenilne oblike sistema lahko predstavlja 
v primeru neprimerno postavljenih algoritmov tudi oddaljevanje od optimalne rešitve, kar 
rezultira v divergenco oziroma v najboljšem primeru časovno zelo dolg proces optimizacije. 
 
Povzeto in poenostavljeno analitična optimizacija primerja vse potencialne cenilne oblike 
sistema. V kolikor sistem obravnavamo numerično, to ni možno, zato iščemo tendenco k 
optimalni rešitvi, pri čemer nam pogoji optimizacijske metode predstavljajo spremembo 
cenilne oblike sistema. Opomnimo, da numerična optimizacija zmeraj uporabi ali 
konvergenčni kriterij (enačba (3.5)) ali statični kriterij optimizacije (enačba (3.6)), katerih 
prednosti in slabosti so predstavljene v poglavju 3.3.1.4. 
 
Na koncu naj bo zavedeno, da je optimizacija topologije strogo numerično pogojena, saj jo 
je že zaradi diskretne definicije oblikovnih spremenljivk (na nivoju KE, s katerimi je 
pomrežena zvezna struktura) nemogoče smatrati kot analitično rešljivo. 
 
 
3.4.2. Vrste numerične optimizacije 
Poznamo različne tipe optimizacij, pri čemer govorimo o vrstah optimizacijskega procesa 
oblikovanja (poglavje 3.2). Poudarimo, da so se vrste pojavile kot podpora konvencionalnim 
oblikovnim procesom v poenostavljenih analitičnih oblikah. Šele nato so se določene 
izoblikovale širše v skladu z zahtevami industrije [2][12]. Razširjenost je s seboj prinesla 
kompleksnost sistemov in s tem potrebo po numerični osnovi analiz. Poznamo štiri vodilne 
vrste numerične optimizacije, ki v zadnjem desetletju prevzemajo pobudo prednostno pred 
konvencionalnim procesom oblikovanja in so opisane v nadaljevanju poglavja. 
 
 
3.4.2.1. Optimizacija topologije (angl. topology optimization) 
Optimizacijo topologije delimo na optimizacijo topologije diskretnih struktur (angl. discrete 
structures) in optimizacijo topologije zveznih struktur (angl. continuum structures, obširno 
predstavljena v poglavju 2). Diskretne strukture predstavljajo različni odseki/palice/nosilci, 
ki jim želimo določiti najprimernejšo prostorsko postavitev in medsebojno povezanost, 
medtem ko je optimizacija zveznih struktur nekoliko kompleksnejša in predstavlja postopno 
odvzemanje in dodajanje materiala z željo doseči najustreznejšo obliko. Kot omenjeno, 
izvedemo odvzemanje in dodajanje materiala na nivoju končnih elementov, ob tem pa za 
vsak element uporabi določen kriterij, ki zavisi od optimizacijske metode [12][14][15][16]. 
Slika 3.3 prikazuje tri primere optimizacije topologije zveznih struktur. (a) primer 
predstavlja poenostavljen nosilec [15], katerega rešitev podaja dve različni predlagani 
optimalni obliki, ki zavisita od optimizacijske metode. (b) primer je nekoliko zahtevnejši 
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nosilec [17], ki kot rezultat podaja variabilno območje predlagane optimalne rešitve; kjer 
imamo rdečo barvo, je potrebno imeti material, medtem ko modra barva definira območje, 
kjer ga potrebujemo »zelo malo«. Na enak način je izvedena interpretacija splošnih 
rezultatov SIMP metode (poglavje 3.5.4.5, slika 3.10) in prikaz rezultatov optimizacije 
praktičnih primerov (poglavje 5.2.2.7 in v prilogi F, podpoglavju 9.6.2.7). (c) primer 
predstavlja optimizacijo kompleksnejše strukture – podvozja avtomobila [18]. 
 
 
  
Slika 3.3: Primeri topološke optimizacije (a) enostavnega nosilca [15], (b) nekoliko zahtevnejšega 
nosilca [17] in (c) kompleksnega sistema (podvozja avtomobila) [18]. 
 
Optimizacijo topologije zveznih struktur delimo na t. i. »topološko optimizacijo začetne 
oblike« in »geometrijsko optimizacijo začetne oblike« pri čemer razliko pogojuje 
povezanost območij. V kolikor kot robni pogoj predpostavimo večkratno povezanost 
območja predlagane optimalne oblike, govorimo o topološki usmeritvi. V kolikor zahteve 
po večkratni povezanosti ni, govorimo o geometrijski usmeritvi. Razlika je ilustrirana na 
sliki 3.4, pri čemer predstavlja Γ rob (mejo) analiziranega sistema in Ω območje 
analiziranega sistema v skladu z definicijo v poglavju 2.3 [4]. Praktična primera sta 
definirana geometrijsko, čeprav optimizacija zadnje statorske plošče (v prilogi F) sama 
poskrbi, da je končna predlagana optimalna oblika večkrat povezano območje (slika 14.10). 
 
 
 
Slika 3.4: Predstavitev (a) enkrat in (b) večkrat povezanega območja [4]. 
   Teorija optimizacije 
 
33 
3.4.2.2. Optimizacija oblike (angl. shape optimization) 
Deluje na podoben princip kot optimizacija topologije, le da kriterij uporabi za premikanje 
vozlišč končnih elementov namesto odvzemanja in dodajanja le teh. Tako končna geometrija 
rezultira v obliko, ki je primernejša za potek napetostnih silnic. Kakor prikazuje slika 3.5, so 
zato maksimalne napetosti v strukturi po optimizaciji oblike manjše. Optimizacija oblike 
namreč ozko-namensko cilja na območja maksimalnih napetosti, čeprav je za določitev teh 
vrednosti potrebna analiza celotnega sistema, kakor je opisano v poglavju 3.3.2.1. 
 
 
 
Slika 3.5: Primer optimizacije oblike [19]. 
 
 
3.4.2.3. Optimizacija velikosti (angl. size optimization) 
Optimizacija velikosti se od drugih vrst optimizacij razlikuje predvsem po tem, da se pri njej 
oblika ohranja. Konstrukcija, ki je podvržena takšni optimizaciji, je ponavadi sestavljena iz 
standardnih konstrukcijskih elementov (npr. profili (I, U, L,… ), plošče,...), medtem ko 
spremljamo vpliv določenega parametra na vrednost ciljne funkcije. Primer je varjena 
konstrukcija, ki je sestavljena iz standardnih profilov, katerih velikosti ne poznamo. Obenem 
želimo, da je konstrukcija čim lažja in prenaša vse obremenitve, ki jim je podvržena (slika 
3.6). Drug primer bi bil izdelek iz pločevine, za katerega velja enaka omejitev in ciljna 
funkcija kot za primer varjene konstrukcije, le da je tukaj parameter, ki ga spremljamo, 
debelina pločevin. Očitno je, da spreminjamo samo nekatere parametre konstrukcije, pri 
čemer se vse ostale lastnosti sistema ohranjajo, zato takšno vrsto optimizacije z drugimi 
besedami imenujemo tudi parametrična optimizacija. 
 
 
 
Slika 3.6: Primer optimizacije velikosti paličja in nosilcev nadstreška [20]. 
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3.4.2.4. Optimizacija površine (angl. topography optimization) 
Prav posebna vrsta optimizacije je optimizacija površine. Deluje na podoben način kot 
optimizacija topologije, le da namesto odvzemanja končnih elementov te prestavlja. Metoda 
se ponavadi uporablja za optimizacijo za preoblikovanje (angl. bead optimization) in 
posledično za lupinske (2D) strukture, nato pa elemente premika višje/nižje glede na vodilno 
ravnino [21]. S tem izboljšamo tako statične (togost strukture, redukcija največjih napetosti) 
kot dinamične (akustika, hrup) lastnosti sistema [15]. Slika 3.7 prikazuje primer optimizacije 
za preoblikovanje površine, ki predstavlja zasnovo platišča avtomobilskega kolesa, ki ga 
grobo optimiziramo tako, da dobimo predlog za plastično preoblikovanje, ki bi v primeru 
polne sredine podal integralno po celem frekvenčnem delovnem spektru najnižji hrup. 
 
 
 
Slika 3.7: Primer optimizacije površine za preoblikovanje pločevine za potrebe akustike [21]. 
 
 
3.5. Optimizacija topologije zveznih struktur 
Teorija splošne optimizacije je bila predstavljena s poudarkom na optimizaciji zveznih 
struktur (angl. structural optimization), saj takšno vrsto optimizacije optimizacija topologije 
večinsko obravnava. »Optimizacija strukture stremi k doseganju najboljših sposobnosti 
strukture, pri čemer je potrebno izpolniti različne omejitve; kot je na primer predvidena 
mejna količina materiala«, navajata X. Huang in Y.M. Xie [15], ki v nadaljevanju dodata, 
da »optimizacija topologije zveznih struktur predstavlja iskanje optimalne oblike preko 
določanja najprimernejših lokacij vdolbin in lukenj znotraj optimizacijskega območja 
strukture.« To je v skladu z drugim odstavkom poglavja 3.4.2.1, kjer smo definirali razliko 
med optimizacijo geometrije in optimizacijo topologije.  
 
Optimizacija topologije zveznih struktur predstavlja začetke optimizacije konstrukcij 
(omenjeno že v tretjem odstavek v poglavju 1.1), teoretično pa se je začela razvijati v 
osemdesetih letih prejšnjega stoletja. Kot prva sta jo leta 1988 v članku predstavila (sicer 
strogo teoretično matematično definirano) Bendsøe in Kikuchi [22], nato pa je sledilo 
ogromno publikacij in knjig do objave knjige angl. Topology optimization: theory, methods, 
and applications (Bendsøe in Sigmund) v letu 2003, ki še zmeraj predstavlja vodilno 
literature na področju tako teoretične kot numerične optimizacije topologije. Knjiga ima 
veliko ponatisov s posodobitvami in razširitvami vsebine, tekom magistrske naloge pa se 
sklicujemo na zadnji ponatis iz leta 2013 [16].  
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Optimizacija topologije zveznih struktur je tehnično zahtevna, a je zato ekonomsko najbolj 
nagrajujoča, saj oblikovalec ustvari povsem novo geometrijo z manjšim volumnom [15]; 
tako prihranimo na materialu, v zadnjem obdobju pa se uporabljajo tudi napredne omejitve, 
s katerimi zadostimo zahtevam tehnologij izdelave in zato prihranimo pri izdelovalnem 
procesu. Napredne omejitve so aplicirane v obliki simetrije, asimetrije ali ciklične 
periodičnosti sistema ali v obliki pred-nastavljenih smeri za izvlek iz orodja v primeru litja, 
hladnega vlečenja itn. Izvlek iz orodja je uporabljen tudi pri optimizaciji obeh statorskih 
plošč (opisano v poglavju 5.2.2.5). Optimizacija topologije ima razširjeno aplikativno 
uporabnost tudi zaradi možnosti oblikovanja na mikro in nano ravni [2]. 
 
 
3.5.1. Ideja procesa odvzemanja materiala in definicija 
deformacijske energije 
Kakor smo omenili v poglavju 2.3, večina metod optimizacije topologije bazira na MKE 
modelu, zato naj bo bralec opomnjen, da je teorija optimizacije topologije, ki je predstavljena 
v nadaljevanju, v skladu z diskretizacijo zveznih struktur za MKE. S tem dobimo množico 
končnih elementov (zaradi predpostavke zveznosti struktur se omejimo na 3D elemente), ki 
sestavljajo model, ki je podvržen mehanski analizi, s čimer izračunamo 
napetostno-deformacijsko stanje v vsaki točki sistema. Napetostno-deformacijsko stanje 
nato služi kot vhodni podatek za optimizacijo topologije. 
 
Kot prvo se je potrebno vprašati, kaj je osnovni cilj optimizacije topologije; ta je sicer jasno 
izražen z željo po redukciji materiala, ki pa lahko kvečjemu služi kot omejitev optimizacije. 
Primer: Želimo, da predlagana optimalna oblika zajema maksimalno 20% volumna začetne 
oblike. S tem definiramo pogoj, ko se optimizacija lahko ustavi. V kolikor je možno, seveda 
želimo še manj materiala. Zaradi tega omejitev volumna ponavadi predstavlja omejitveno 
neenačbo optimizacije in ne ciljno funkcijo, ki jo moramo še definirati. Omejitev volumna 
v obliki neenačbe je v praktičnem delu naloge predstavljena v prvem odstavku poglavja 
5.2.2.5. 
 
Naslednja stvar, na katero pomislimo, so napetosti, ki se pojavijo v konstrukciji in za katere 
želimo, da so čim manjše. Takšna ideja odvzemanja materiala je dokaj preprosta; v vsaki 
iteraciji optimizacije se pregledajo napetosti, ki se pojavijo v končnih elementih. Nato 
odvzamemo tiste (KE), v katerih so napetosti najnižje. Lokalno ciljno funkcijo posameznega 
končnega elementa v takšnem primeru predstavlja kriterij večosnega napetostnega stanja 
(Von Mises [23][24], Tresca [24]). Topološka optimizacija torej za vsak končni element 
ločeno izračuna lokalno ciljno funkcijo, ki ne služi kot funkcija, ki je podvržena 
končnemu kriteriju optimizacije temveč kriteriju odvzemanja materiala določene 
optimizacijske metode. Globalna ciljna funkcija pa je integralna vrednost lokalnih po 
celotnem optimizacijskem območju in ta je podvržena kriteriju optimizacije. 
 
Napetosti ponavadi niso najprimernejši kazatelj optimalne oblike. Ni naključje, da ponavadi 
govorimo o napetostno-deformacijskem stanju. Poleg napetosti je namreč potrebno 
neprestano spremljati deformacije, saj je sistem lahko npr. napetostno povsem v varnem 
območju, pod obremenitvami pa se še zmeraj deformira preko meja, ki pogojujejo njegovo 
funkcionalnost. Za primerno delovanje vsakega sistema je torej potrebno zagotavljati 
geometrijska tolerančna območja delovanja, v katerih konstrukcija še služi svojemu namenu.  
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Opisano naravo sistema predstavlja togost. Togost sistema je kazatelj, ki nam pove, kako 
zelo se sistem deformira, ko je podvržen določeni obremenitvi in je zato najprimernejši 
kazatelj optimalne oblike mehanskega sistema. Na njenem nivoju v večini aplikativnih 
primerov definirana ciljna funkcija optimizacije topologije. 
 
Večja kot je togost, manj se sistem deformira pod obremenitvijo. Za potrebe iskanja 
minimuma se je v praksi uveljavila t. i. deformacijska energija (angl. strain energy, SE), ki 
je posplošeno definirana kot inverzna vrednost togosti in je zato tudi merilo togosti sistema. 
SE je skalarna vrednost in je na nivoju celotnega sistema (zvezne strukture) definirana kot: 
𝐶 =
1
2
𝐟T𝐮 (3.14) 
 
kjer f T predstavlja transponiran vektor (vozliščnih) sil in u vektor (vozliščnih) pomikov. Na 
nivoju MKE sta omenjena vektorja povezana preko globalne togostne matrike [K]. Izpeljava 
in razlaga določitve f, u in [K] na podlagi MKE je obširno predstavljena v poglavjih 2.2.2 
in 2.2.3. Tam z enačbo (2.17) definiramo statično ravnovesje mehanskega sistema, iz 
katerega SE neposredno ne izhaja; vrednosti, pridobljene preko ravnotežja, v enačbi (3.14) 
izključno uporabimo za določitev C.  Za lažje razumevanje ponovno zapišimo enačbo (2.17) 
statičnega ravnovesja mehanskega sistema: 
[𝐊]𝐮 = 𝐟 (3.15) 
 
Definirajmo še elementarno deformacijsko energijo posameznega končnega elementa cie: 
𝑐𝑖
ke = ∆𝐶𝑖 =
1
2
𝐮𝑖
T[𝐊]𝑖𝐮𝑖 (3.16) 
 
pri čemer i predstavlja i-ti končni element in Δ razliko. Za elementarno deformacijsko 
energijo se v splošnem uporablja izraz angl. sensitivity number in angl. the mean compliance, 
kar bi lahko prevedli kot »številka občutljivosti« in »srednja skladnost« končnega elementa. 
Enačba (3.16) sledi iz enačb (3.14) in (3.15), kar ni nujno očitno, zato je bralcu v primeru 
želje po eksaktni pojasnitvi predlagan pregled literature [15] (stran 11), pri čemer enormno 
pomoč predstavlja primerno razumevanje enačbe (2.15) in razumevanje ideje MKE metode 
v poglavju 2.2. Dodajmo še, da deformacijska energija v splošnem nosi enoto Nm oziroma 
J, kar ustreza poimenovanju in interpretaciji veličine. [25][26] 
 
Poudarimo še enkrat, da lokalna deformacijska energija služi izključno kot vrednost, ki je 
podvržena kriteriju optimizacijske metode. Ta določa, če se naj končni element v naslednji 
iteraciji nahaja v cenilni obliki sistema ali naj bo izvzet. Po drugi strani se globalna 
deformacijska energija SE uporablja izključno kot ciljna funkcija kriterija optimizacije za 
določitev optimalne predlagane oblike. 
 
Optimizacijske metode niso strogo pogojene z odvzemanjem materiala. V določeni iteraciji 
se lahko namreč izkaže, da bi bilo material, ki je bil v procesu predtem odvzet, smiselno 
vključiti nazaj v cenilno oblik. Skladno z omenjenim so se oblikovale tehnike, ki omogočajo 
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vračanje končnih elementov v analiziran sistem. Nadalje poznamo metode, ki ne definirajo 
končnih elementov izključno v obliki »se nahaja« ali »se ne nahaja« v cenilni obliki sistema, 
temveč podajajo vmesno vrednost na podlagi vplivne materialne lastnosti. Če z 1 definiramo 
KE, ki mora biti vključen v predlagano optimalno obliko (poln element, angl. solid element) 
in z 0 element, ki ga končna oblika predlagano naj ne zajema (prazen element, angl. void 
element), lahko z vmesnimi vrednostmi opredelimo končni element kot tak, ki mora biti z 
ozirom na vplivno materialno lastnost le delno zajet v predlagani optimalni obliki. [15] 
 
Kaj to pomeni? Pri mehanskih sistemih so materialne lastnosti, ki vplivajo na rezultat, ob 
predpostavki homogenega, izotropnega in linearno elastičnega materiala (Hookov reološki 
model, pojasnjeno v poglavju 2.1) predvsem Poissonov količnik, modul elastičnosti in 
krivulja plastičnega obnašanja. Želimo, da do plastične deformacije ne pride; Poissonov 
količnik je zanemarljivo vpliven napram vpliva modula elastičnosti, zato ta (modul 
elastičnosti E) predstavlja vplivno materialno lastnost mehanskega sistema. Posledično 
nam bo npr. KE z vrednost 0.5 povedal, da na tem mestu optimalna oblika predlaga material, 
ki je dvakrat slabši od tistega, ki je podan kot izhodiščni. 
 
Zavedati se je potrebno, da ima večino končnih elementov predlagane optimalne oblike 
vrednosti blizu 1 in 0, na vmesnih območjih pa te postopoma prehajajo (od 0 do 1 in obratno). 
Tak pojav imenujemo penetracija gostote materialnih lastnosti. S tem predvsem bolj 
kot predlog spremembe materiala podamo variabilno območje za doseganje optimalne 
oblike (pojasnjeno v poglavju 3.5.4.5tretji odstavek), kar je lepo razvidno iz rezultatov 
praktičnega dela v poglavju 5.2.2.7 in prilogi F (podpoglavju 9.6.2.7), s čimer tam potrdimo 
tezo iz izvlečka magistrske naloge. Na omenjen način napetostno-deformacijsko stanje 
sistema analizira SIMP metoda (poglavje 3.5.4), a za razumevanje te je najprej potrebno 
predstaviti metode ESO (poglavje 3.5.2), BESO (poglavje 3.5.3) in »Soft-kill« nadgradnjo 
BESO metode (poglavje 3.5.3.7). 
 
 
3.5.2. ESO metoda 
ESO metoda (angl. evolutionary structural optimization) je osnovna optimizacijska metoda, 
ki skozi iteracije omogoča izključno odvzemanje materiala in predstavlja osnovo, na kateri 
temeljijo vse metode optimizacije topologije. V i-ti iteraciji odvzame tiste končne elemente, 
katerih vrednost elementarne deformacijske energije ci
ke je najmanjša, saj s tem v naslednji 
iteraciji najmanj povečamo globalno SE sistema. S tem najmanj zmanjšamo togost sistema 
ob odvzemanju materiala, kar je cilj optimizacije. [15][25][26] 
 
Število elementov, ki jih v določeni iteraciji metoda odvzame, je določeno s t. i. 
razmernikom odstranitve elementov (angl. element ratio removal, oznaka ERR) in je definiran 
na podlagi razmerja med številom elementov, odvzetih v i-ti iteraciji, in številom vseh 
končnih elementov MKE modela v i-ti iteraciji (torej brez tistih, ki so v prejšnjih iteracijah 
že bili odvzeti). ERR ponavadi zajema vrednosti med 0.01 in 0.05 odvisno od trajanja 
optimizacije [15]. V zgodnjih iteracijah je zaželeno odvzemanje večjega števila elementov, 
zato je vrednost ERR večja, medtem ko je proti koncu simulacije konvergenco moč ujeti le v 
primeru, ko odstranjujemo zmeraj manj elementov.  
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Generalno se torej preko ERR število končnih elementov, ki jih skozi iteracije odvzemamo, 
zmanjšuje. V primeru optimizacije topologije na podlagi deformacijske energije metoda 
torej strogo ne predpiše statičnega kriterija za odvzemanje materiala, ampak predlaga število 
elementov, ki jih naj odvzamemo. Statična meja se uporablja kvečjemu v obliki povprečenja 
vseh elementarnih deformacijskih energij kot pogoj, da v sistem ne vrnemo elementa z večjo 
deformacijsko energijo, kot jo ima element, ki ga odvzamemo; to je tema BESO metode, 
zato je natančnejša identifikacija problema obravnavana v poglavju 3.5.3.5. 
 
Vrednosti elementarne deformacijske energije so lahko namreč zelo različne glede na naravo 
problema, zato je predhodna določitev meje deformacijske energije lahko kmalu napačna. 
Poudarimo, da optimizacija topologije ni primerna le za močno toge sisteme, kakor bi lahko 
bralec do sedaj sklepal, ampak se v praksi med drugim uporablja za analizo sistemov iz 
šibkejših, a bolj elastičnih materialov, dokler velja predpostavka reološkega obnašanja iz 
poglavja 2.1. V takšnih materialih se za razliko od togih sistemov ne pojavijo tako velike 
vrednosti napetosti, se pa močno deformirajo. Iz tega sledi, da je lahko nivo velikosti 
elementarne in globalne deformacijske energije povsem drugačen. Ravno zaradi tega je 
smiselno definirati število končnih elementov, ki naj bodo odvzeti v določeni iteraciji. 
 
V primeru optimizacije po ESO metodi se iz iteracije v iteracijo z manjšanjem števila 
končnih elementov manjša tudi število enačb, ki jih je potrebno razrešiti. S tem se zmanjša 
čas trajanja iteracije, kar je koristno predvsem pri velikih in kompleksnih 3D sistemih. Kot 
bomo videli v nadaljevanju, odvzemanje materiala nujno ne velja; SIMP metoda (poglavje 
3.5.4) npr. skozi celoten proces optimizacije ohranja skoraj vse končne elemente. S tem je 
čas trajanja optimizacije daljši, a je zato tudi predlagana optimalna oblika zanesljivejša. 
 
 
3.5.3. BESO metoda 
BESO metoda (angl. bi-directional evolutionary structural optimization) za razliko od ESO 
omogoča dodajanje in odvzemanje materiala. Na tem mestu se poraja vprašanje, kako v 
cenilno obliko sistema vrniti končni element, potem ko je bil enkrat že odvzet. Namreč, 
odvzet element je izključen iz statične analize, na podlagi katere se določi elementarna 
deformacijska energija, zato je njeno vrednost potrebno določiti na drugačen način. V 
poglavju 3.5.1 smo z vrednostjo 1 in 0 definirali poln in prazen element, na podlagi katerih 
X. Huang in Y. M. Xie [15] predlagata način, ki se je uveljavil v praksi: 
 
»Deformacijska energija praznih elementov je ocenjena na podlagi »linearne« 
ekstrapolacije polja pomikov, ki so rezultat FEM analize. Nato so iz strukture odstranjeni 
polni elementi z najmanjšo vrednostjo deformacijske energije in vanjo dodani tisti prazni 
elementi, ki imajo največjo deformacijsko energijo. Število odstranjenih in dodanih 
elementov je v vsaki iteraciji določeno preko dveh neodvisnih parametrov: zavrnitvenega 
(RR) in vključitvenega (IR) razmerja.« [15] 
 
Naj poudarimo, da linearna ekstrapolacija velja le za BESO metodo. Naprednejše metode, 
kot sta »Soft-kill« BESO in SIMP metoda, uporabljajo druge oblike in načine ekstrapolacije, 
kakor bomo videli v nadaljevanju (v poglavju 3.5.3.7 in 3.5.4). [15][27][28] 
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Parametra RR in IR je potrebno previdno izbrati, v kolikor želimo dobiti dobro rešitev. Njune 
vrednosti niso nujno majhne, kakor pri ERR, saj lahko zaradi možnosti dodajanja materiala 
izvajamo večje posege v spreminjanje količine materiala znotraj obstoječe iteracije. Tako 
vrednosti RR in IR odvisno od metode predstavljata tudi do 99% materiala, čeprav je za 
potrebe doseganja konvergence proti koncu optimizacije obe potrebno približati vrednosti 
1%. Osnovna BESO metoda je navzgor v praksi omejena z 10%, medtem ko SIMP metoda 
na začetku vsake iteracije odvzame nekaj praznih elementov, ostale pa na podlagi 
spremenljivega modula elastičnosti modificira. [29] Tukaj je število modificiranih 
elementov omejeno preko vrednosti RR in IR (kakor je opisano v poglavjih 3.5.3.7 in 3.5.4). 
Zaradi potencialnih velikih sprememb v količini materiala je lahko, predno se optimalna 
struktura ustali, spreminjanje na podlagi RR in IR zelo kaotično, kar vpliva na kaotičnost 
ciljne funkcije. Za stabilizacijo takšnega težko predvidljivega obnašanja se uporablja 
korelacija obstoječih vrednosti deformacijske energije z zgodovino njenih vrednosti 
(predstavljeno v poglavju 3.5.3.4). Naslednja težava, ki se lahko pojavi v primeru numerične 
analize, je t. i. pojav mrežne strukture (angl. checkerboard pattern, slika 3.8), ki jo 
odpravimo z uvedbo filtrirne sheme (poglavje 3.5.3.3) [15]. Hkrati je potrebno vrednost 
elementarne deformacijske energije primerno normirati z ozirom na spremenljiv volumen 
končnih elementov, v kolikor želimo enakovredno primerjati deformacijsko energijo 
različno velikih končnih elementov in kasneje izvesti ekstrapolacijo. Takšno vrednost bomo 
kasneje definirali kot relativno elementarno deformacijsko energijo (poglavje 3.5.3.3). 
 
Upoštevajoč omenjeno sta BESO metodo v najmlajši obliki leta 2007 predlagala X. Huang, 
Y. M. Yie [18]. Ta vključuje primerno formulacijo problema z eksplicitno identifikacijo 
kriterija optimizacije, najpomembnejšimi omejitvami optimizacije in definicijo kriterija za 
spremembo oblike. Omenjene omejitve in kriteriji so v skladu s splošno teorijo optimizacije, 
predstavljeno v poglavjih 3.3.1.4, 3.3.1.5 in 3.3.2.4. Hkrati ta zajema načine, ki izključujejo 
potencialne težave, opisane v prejšnjem odstavku. 
 
 
3.5.3.1. Formulacija problema iskanja minimuma deformacijske 
energije in definicija oblikovnih spremenljivk 
V skladu z enačbo (3.3) definirajmo matematično formulacijo problema iskanja minimuma 
tako, da vanjo vstavimo deformacijsko energijo sistema SE iz enačbe (3.14). To želimo 
minimizirati, pri čemer osnovno omejitev optimizacije predstavlja ciljni volumen. Omejitev 
volumna mora biti v primeru optimizacije topologije definirana zmeraj. Problem iskanja 
minimuma deformacijske energije tako predstavlja nabor enačb: [28] 
min (𝐶 =
1
2
𝐟T𝐮) (3.17) 
ob pogoju ∶      𝑉c −∑𝑉𝑖𝑥𝑖
𝑁
𝑖=1
= 0  ;      𝑥𝑖 = 0   ali   1 (3.18) 
 
Ker je optimizacija izvedena na podlagi odvzemanja in dodajanja elementov, te smatramo 
kot oblikovne spremenljivke. Eksaktno jih opredelimo preko binarne oblikovne 
spremenljivke xi, ki v primeru polnega materiala zavzame vrednost 1 in v primeru praznega 
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materiala vrednost 0. V poglavju 3.5.3.7 »Soft-kill« nadgradnje BESO metode omogočimo 
definicijo xi s predhodno nastavljenim parametrom xmin in 1, medtem ko je v primeru SIMP 
metode xi  definirana zvezno med 0 in 1 (v poglavju 3.5.4). Vi predstavlja volumen i-tega 
elementa. Nadalje Vc predstavlja omejitev volumna in je definiran kot tisti ciljni volumen, 
ki ga »mora« imeti končna predlagana optimalna oblika. V enačbi (3.18) smo omejitev 
volumna definirali kot omejitveno enačbo (v skladu z enačbo (3.7)), nastopa pa lahko tudi v 
obliki omejitvene neenačbe (v skladu z enačbo (3.8)). V praksi se omejitvena enačba za 
definicijo omejitve volumna uporablja v primeru statičnega kriterija optimizacije, 
omejitvena neenačba pa v primeru konvergenčnega kriterija optimizacije. Slednji je 
uporabljen za analizo v praktičnem delu naloge in je predstavljen v poglavju 5.2.2.4 
 
 
3.5.3.2. Definicija relativne elementarne deformacijske energije 
V večini primerov vsi končni elementi, s katerimi pomrežimo zvezno strukturo, nimajo 
enakega volumna. Da bi upoštevali vpliv volumna, elementarno deformacijsko energijo 
volumsko normiramo, s čimer dobimo relativno elementarno deformacijsko energijo cike,rel: 
𝑐𝑖
ke,rel =
𝑐𝑖
ke
𝑉𝑖
 (3.19) 
 
Dodajmo, da smo s tem izključno nadgradili elementarno deformacijsko energijo polnih 
končnih elementov, torej tistih, ki so prisotni v cenilni obliki določene iteracije optimizacije, 
saj je vrednost ci
ke
 definirana le za končne elemente, ki jim lahko določimo vrednosti 
vozliščnih sil in vozliščnih pomikov. Za določitev deformacijske energije je potrebno 
analizirati napetostno-deformacijsko stanje, ki za prazne elemente predpostavi vrednost 
[K]i=[0]. Da bi lahko določili deformacijsko energijo teh, moramo na nek način uporabiti 
vrednosti deformacijske energije polnih elementov; to izvedemo preko filtrirne sheme. [28] 
 
 
3.5.3.3. Filtrirana shema in nadgradnja relativne elementarne 
deformacijske energije 
Filtrirna shema služi, kot že omenjeno, za razrešitev dveh težav, ki se pojavita zaradi 
numerično osnovanega ozadja optimizacije; pojava mrežne strukture in definicije 
deformacijske energije praznih elementov. [15][30] 
 
Mrežna struktura (angl. checkerboard pattern) je pojav, ki nastane v primeru homogenega 
napetostno-deformacijskega stanja, ki se pojavi na določenem podobmočju v primeru, ko 
definiramo elementarno deformacijsko energijo brez vpliva sosednjih elementov. 
Predpostavimo, da se določeni iteraciji v notranjosti strukture pojavi nizko 
napetostno-deformacijsko stanje, zaradi katerega izključimo nek element iz nadaljnje 
analize. Ob predpostavki homogenega napetostno-deformacijskega polja se bo zato v 
naslednji iteraciji v končnih elementih okrog izvzetega elementa pojavilo nekoliko večje 
napetostno-deformacijsko stanje. V tistih, ki jim sledijo, bo relaksacija [15][27] povzročila 
ponovno nekoliko nižje napetostno-deformacijsko stanje. S tem se bo izvzemanje vsakega 
drugega elementa iz strukture nadaljevalo, s čimer bomo kot rezultat predlagane optimalne 
   Teorija optimizacije 
 
41 
oblike dobili geometrijo, ki je prikazana na sliki 3.8 (levo). Predlagana optimalne oblike bo 
torej predstavljal porozno strukturo, ki ob predpostavki zveznosti ne ustreza. 
 
 
   
Slika 3.8: (a) Prikaz pojava mrežne strukture in (b) prikaz območja filtriranja Ω [15]. 
 
Filter shema se zato ne uporablja samo za določitev elementarne energije praznih 
elementov, ampak tudi za določitev elementarne energije polnih elementov v obliki 
upoštevanja vpliva sosednjih z namenom preprečevanja mreženja strukture 
[15][29][30]. Vpliv sosednjih elementov se upošteva v obliki povprečenja. To je izvedeno 
na podlagi seštevka elementarnih deformacijskih energij okoliških elementov, pri čemer 
vsakemu pripišemo utež glede na oddaljenost. Tisti elementi, ki so bližje, doprinesejo več, 
tisti, ki so dlje, manj. Povprečenje je izvedeno v dveh korakih: 
 
- Najprej izračunamo vozliščno deformacijsko energijo cin za vsako vozlišče v obravnavani 
domeni. Vrednost je definirana kot povprečje elementarnih deformacijskih energij 
vsakega končnega elementa, ki je pripet na j-to vozlišče. 
𝑐𝑗
n =∑𝑤𝑖𝑐𝑖
ke,rel
𝑀
𝑖=1
  ;      𝑤𝑖 =
1
𝑀 − 1
(1 −
𝑟𝑖𝑗
∑ 𝑟𝑖𝑗
𝑀
𝑖=1
) (3.20) 
 
Ob tem rij predstavlja oddaljenost centra i-tega končnega elementa do j-tega vozlišča, M 
število končnih elementov pripetih na j-to vozlišče in wi utež vpliva i-tega končnega 
elementa, ki se izračuna na podlagi opisanih vrednosti in za katerega velja ∑ 𝑤𝑖 = 1
𝑀
𝑖=1 ; 
[15][31] 
 
- Drugi korak predstavlja izračun povprečja elementarnih deformacijskih energij na 
podlagi vozliščnih. Območje filtriranja Ωi predstavimo z radijem rmin (slika 3.8, desno).  
Upoštevamo deformacijske energije tistih vozlišč, ki se nahajajo znotraj območja Ωi. 
Doprinos posameznega vozlišča ponovno korigiramo preko oddaljenosti med njim in 
težiščem obravnavanega končnega elementa. Matematična formulacija je sledeča: 
𝑐𝑖 = 𝑐𝑖
ke,FS =
∑ 𝑤(𝑟𝑗𝑖)𝑐𝑗
n𝑁
𝑗=1
∑ 𝑤(𝑟𝑗𝑖)
𝑁
𝑗=1
  ;      𝑤(𝑟𝑗𝑖) = 𝑟min − 𝑟𝑗𝑖  ;      𝑗 = 1, 2, … ,𝑁 (3.21) 
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ci sedaj predstavlja nadgrajeno relativno elementarno deformacijsko energijo na podlagi 
filtrirne sheme, pri čemer je N število vozlišč znotraj območja filtriranja Ωi, rji oddaljenost 
j-tega vozlišča od centra i-tega končnega elementa in w(rji) utež vpliva j-tega vozlišča na 
i-ti končni element. [15][31] 
 
Ob upoštevanju relacij v enačbah (3.20) in (3.21) je očitno, da imajo vrednost 
deformacijske energije večjo od 0 tudi vsi prazni elementi, ki so od najbližjega vozlišča, 
pripetega na vsaj en poln elementa, oddaljeni za manj kot rmin. S tem omogočamo 
dodajanje končnih elementov nazaj v cenilno obliko sistema. Količina elementov, ki jih 
potencialno lahko dodamo, je torej neposredno odvisna od vrednosti rmin. 
 
Po drugi strani filtrirna shema gladi vrednosti deformacijske energije polnih elementov, saj 
z njo dosežemo postopno prehajanje vrednosti elementarnih deformacijskih energij in 
onemogočamo lokalne skoke. S tem sicer preprečimo mreženje strukture, a hkrati obstaja 
možnost, da s povprečenjem prevelikega območja onemogočimo pojavljanje notranjih 
odprtin in s tem konzervativno obravnavamo optimizacijo topologije in progresivno 
optimizacijo geometrije. Zaradi omenjenega je potrebno zelo previdno definirati vrednost 
rji. Za potrebe dodajanja končnih elementov vrednost ne sme biti premajhna, za potrebe 
topološke obravnave ne prevelika. Da bi prehod vrednosti deformacijske energije hkrati 
preprečeval konzervativno obravnavo topologije in mreženje strukture, so se dodatno 
oblikovale metode, ki nadgrajujejo BESO in med katere spadata tudi »Soft-kill« BESO 
(poglavje 3.5.3.7) in SIMP metoda (poglavje 3.5.4).  
 
Omenimo še: 
- da filtrirna shema zahteva le malo dodatnega računskega časa, zato jo je smiselno 
implementirati v algoritem optimizacije; [15][29] 
- da se SE cenilne oblike sistema še zmeraj izračuna na podlagi enačbe (3.14) in torej 
upošteva vozliščne vrednosti sil in pomikov polnih končnih elementov; 
- da velikost radija rji definiramo glede na velikost mreže končnih elementov in da je ta 
vrednost ponavadi enaka 5 do 8 kratniku velikosti omenjene mreže. [15][27][31] 
 
 
3.5.3.4. Stabilizacija procesa 
Kakor že omenjeno, se lahko na začetku optimizacijskega procesa zaradi potencialnih 
velikih sprememb v velikosti in obliki cenilne oblike sistema ciljna funkcija (v obliki SE 
oziroma C) in vrednosti elementarne deformacijske energije ci obnašajo zelo kaotično ne 
glede na filtrirno shemo. Razlog tiči v diskretno pogojenih vrednostih oblikovnih 
spremenljivk xi (0 ali 1), ki imajo mnogo večji vpliv na ciljno funkcijo kot v primeru, če bi 
oblikovne spremenljivke kontinuirno zavzele poljubno vrednost med 0 in 1. Kot že večkrat 
omenjeno; tak pristop se uporablja v metodah, ki so nadgradnja BESO metode in med 
katerimi je tudi SIMP metoda. Kasneje (v poglavju 3.5.4) bomo videli, da ravno ta 
kontinuiranost vrednosti oblikovnih spremenljivk med 0 in 1 pogojuje osnovo za definicijo 
že omenjene penetracije gostote materialnih lastnosti. 
 
Stabilizacijo cenilne oblike zagotavljamo preko stabilizacije vrednosti elementarne 
deformacijske energije, saj s tem omejimo variabilna območja odvzemanja in dodajanja 
materiala, od katerih je ciljna funkcija v obliki C močno odvisna (predvsem od števila vozlišč 
polnih končnih element ob predpostavki podobnega napetostno-deformacijskega stanja 
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tekom iteracij). Zraven kontinuirne definicije oblikovnih spremenljivk je stabilnost 
elementarne deformacijske energije najlažje zagotavljati preko poznavanja zgodovine njene 
vrednosti (govorimo o i-tem končnem elementu). Predstavimo najosnovnejšo shemo, da bo 
bralec dobil predstavo o ideji stabilizacije: 
𝑐𝑖
𝑘,avg
=
1
2
(𝑐𝑖
𝑘 + 𝑐𝑖
𝑘−1)  ;      𝑘 = 2,3, … (3.22) 
 
V enačbi (3.22) povprečimo vrednost elementarne deformacijske energije tekoče iteracije cik 
tako, da upoštevamo vrednost elementarne deformacijske energije predhodne iteracije cik-1 ; 
k je zaporedna številka tekoče iteracije optimizacije. S tem na koncu tekoča vrednost vsebuje 
informacijo o vseh predhodnih, hkrati pa se vrednost iz iteracije v iteracijo manj spreminja. 
Takšna oblika elementarne deformacijske energije (z oznako cik,avg) predstavlja tisto 
vrednost, ki je podvržena kriteriju odvzemanja in dodajanja materiala. [15] 
 
Omenimo še: 
- da obstajajo tudi takšna povprečenja, ki v drugačnih razmerjih upoštevajo več kot le eno 
predhodno vrednost; 
- da na nivoju celotne strukture ciljno funkcijo SE na podoben način (preko zgodovine) 
omejujemo preko konvergenčnega kriterija, ki je predstavljen v poglavju 3.5.3.6. 
 
 
3.5.3.5. Identifikacija omejitev ter kriterija odvzemanja in dodajanja 
materiala 
Kot smo omenili v uvodu BESO metode (uvod poglavja 3.5.3), lahko odvzemanje in 
dodajanje materiala omejimo preko zavrnitvenega razmerja RR in vključitvenega razmerja 
IR. BESO predpostavi enakost razmerij in ju definira preko evolucijskega volumskega 
razmerja ER (angl. evolutionary volume ratio). Ker je osnovna predpostavka v večini 
primerov optimizacije topologije homogenost materiala, lahko govorimo o gostoti kot o 
konstanti in tako odvzemanje materiala definiramo na nivoju odvzemanja volumna. Velja: 
𝑉𝑘+1 = 𝑉𝑘(1 ± 𝐸𝑅𝑘+1) ;      𝐸𝑅 = 𝐼𝑅 = 𝑅𝑅 ≠ konst. (3.23) 
 
Razvoj ER je definiran v skladu z informacijami o zgodovini procesa, pri čemer glavno vlogo 
igra vrednost deformacijske energije sistema SE. Z njeno stabilizacijo ER pada, kar je v 
skladu z idejo odvzemanja večjega števila materiala na začetku in manjšega na koncu 
procesa (uvod poglavja 3.5.3). Natančnejše definicije parametra naloga ne obravnava. 
 
Kakor smo že omenili, končne elemente odvzemamo in dodajamo na podlagi vrednosti 
njihovih elementarnih deformacijskih energij. V skladu s tem definirajmo t. i. mejno 
deformacijsko energijo dodajanja ci
add in odvzemanja ci
del (angl. threshold sensitivity number 
for removing and adding); odvzemamo prazne z največjo in dodajamo polne z najmanjšo 
deformacijsko energijo. 
𝑐𝑖 > 𝑐𝑖
add     Λ     𝑐𝑖 > 𝑐𝑖
add (3.24) 
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Paziti je potrebno predvsem na to, da v simulacije ne vključimo praznih elementov, ki imajo 
manjšo deformacijsko energijo kot polni elementi, ki bi jih potencialno izključili iz cenilne 
oblike sistema. V ta namen se uporablja splošni pogoj, ki napako take vrste preprečuje: 
𝑐𝑖
add = 𝑐𝑖
del = 𝑐𝑖
th (3.25) 
 
Volumen Vk+1 lahko dosežemo na različne načine; npr. če je za iteracijo k+1 specificiran 
manjši volumen kot za iteracijo k, tedaj lahko volumen Vk+1 dosežemo izključno preko 
odvzema določene količine materiala, lahko pa tako, da odvzamemo večjo število elementov 
in sorazmerno s tem v cenilno obliko dodamo tudi večjo število elementov (relativno na 
volumen elementov). Večje kot je dodajanje in odvzemanje, manj stabilen je proces [29], saj 
se oblika iz iteracije v iteracijo bolj spreminja že zaradi zahtev dodajanja in odvzemanja. Da 
bi se temu izognili, uvedemo parameter ARmax, ki je definiran kot maksimalno vključitveno 
razmerje BESO metode in predstavlja razmerje med maksimalnim številom praznih 
elementov, ki jih lahko vključimo nazaj v cenilno obliko v naslednji iteraciji in številom 
vseh elementov v obstoječi iteraciji. S tem hkrati omejimo število polnih elementov, ki jih 
lahko odvzamemo. Z manjšanjem števila končnih elementov (kar je cilj optimizacije 
topologije) se manjša tudi vrednost ARmax. S tem omejimo tendenco spreminjanja oblike in 
dodatno stabiliziramo optimizacijski proces. 
 
BESO metoda število odvzetih elementov definira preko ARmax in cith hkrati. To stori 
tako, da morajo odvzeti elementi upoštevati oba pogoja, hkrati pa imeti elementarno 
deformacijsko energijo manjšo od vseh ostalih elementov sistema. 
 
Globalno gledano v skladu z enačbo (3.23) odvzemamo KE tako dolgo, da s tem zmanjšamo 
volumen na zahtevanega in tako izpolnimo osnovno omejitev optimizacije topologije: 
𝑉C = 𝑉𝑘+1 (3.26) 
 
pri čemer je V c definiran z enačbo (3.18). Šele tedaj cenilna oblika sistema postane dopustna 
oblika sistema in je podvržena kriteriju konvergence. Mnogokrat optimizacija topologije 
vsebuje tudi druge omejitve; v primeru optimizacije zveznih struktur na osnovi mehanske 
analize so to večinoma napetostne omejitve. Te so enostavne narave, kot je na primer 
maksimalna vrednost napetosti, ki se lahko pojavi v sistemu. Vrednost je ponavadi pogojena 
z materialnimi lastnostmi, kot je meja elastičnosti Re ali napetost tečenja Rp0.2, saj želimo, da 
do pojava plastične deformacije ne pride. Naj omenimo, da napredne metode v svojih 
algoritmih za dodajanje in odvzemanje materiala vsebujejo ne le število elementov, temveč 
tudi območja v smislu masivnejšega dodajanja končnih elementov v okolici najvišjih 
napetosti, ki presegajo omejitve optimizacije. Teh algoritmov magistrska metoda ne 
obravnava. [15][28][29] 
 
Omenimo še, da optimizacija topologije nekoliko drugače pristopa k določitvi velikosti 
koraka (angl. step size) in velikosti koraka (angl. search direction), kot je predstavljeno v 
enačbi (3.13) v poglavju 3.4.1. Spomnimo se, da smo tam definirali potrebo po eksplicitni 
določitvi vrednosti ciljne funkcije v naslednjem koraku. Optimizacija topologije to stori 
preko spremembe volumna, ki predstavlja velikost koraka, in preko predpostavke o mejnih 
vrednostih odvzemanja/dodajanja končnih elementov in odvzemanju polnih z najnižjo in 
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dodajanju praznih z najvišjo kot posledica fizikalnega ozadja, kar predstavlja smer iskanja. 
Razlika načina je posledica drugačne definicije OS (v poglavju 3.5.3.1). 
 
 
3.5.3.6. Identifikacija konvergenčnega kriterija optimizacije 
V poglavju 3.5.3.4 smo omenili, da na nivoju celotne strukture ciljno funkcijo C za potrebe 
izpolnjevanja konvergenčnega kriterija stabiliziramo preko zgodovine. To storimo tako, da 
upoštevamo vrednosti deformacijske energije C v Q številu zadnjih iteracij optimizacije: 
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 =
|∑ 𝐶𝑘−𝑖+1
𝑄
𝑖=1 − ∑ 𝐶𝑘−𝑁−𝑖+1
𝑄
𝑖=1 |
∑ 𝐶𝑘−𝑖+1
𝑄
𝑖=1
 (3.27) 
 
Error predstavlja »napako procesa optimizacije topologije«, ki se tedaj ustavi. Končna 
oblika namreč v tistem trenutku ustreza zahtevan, saj je error enak ali manjši od vrednosti 
dovoljene konvergenčne tolerance τ. Število iteracij, ki vplivajo na konvergenčni kriterij, je 
definirano z vrednostjo Q. Q je ponavadi izbran kot 5 (takšna je tudi predpostavljena 
nastavitev v Abaqusu, ki je predstavljen v poglavju 5.1), s čimer upoštevamo spremembo v 
deformacijski energiji SE v zadnjih 10 iteracijah. [15] 
 
Omenimo še, da zaradi začetne kaotičnosti deformacijske energije C ponavadi začetne 
iteracije kriteriju konvergence niso podvržene niti v primeru izpolnjevanja pogoja dopustne 
cenilne oblike. To velja za prvih 5 do 15 iteracij, odvisno od kompleksnosti sistema in 
vrednosti Q. Namreč, če je število iteracij manjše od vrednosti Q, enačbe (3.27) niti ni moč 
izpolniti. Po drugi strani kompleksnejši sistemi zagotovo v prvih 20 iteracijah ne 
konvergirajo. Ker posledično v začetnih iteracijah ni potrebno preverjati kriterija 
konvergence, s tem nekoliko prihranimo na času trajanja optimizacije. [29] 
 
 
3.5.3.7.  »Soft-kill« nadgradnja BESO metode 
S filter shemo v poglavju 3.5.3.3 smo definirali elementarno deformacijsko energijo praznih 
elementov. Hkrati smo omenili, da je le to zelo preprosto izračunati za polne elemente, 
medtem ko je kvaliteta ocene praznih pogojena s kvaliteto povprečenja okoliških polnih 
elementov, saj prazni elementi niso vključeni v MKE analizo (s tem nimamo informacij o 
napetostno-deformacijskem stanju, ki je potrebno za določitev elementarne deformacijske 
energije). Iz omenjenega je očitno, da bi bilo preko vključitve praznih elementov v MKE 
analizo moč določiti vrednosti deformacijske energije mnogo natančneje, saj bi imeli 
informacije o napetostno-deformacijskem stanju le teh. »Soft-kill« nadgradnja BESO 
metode omogoči ravno to; namesto da element odvzamemo iz analize, mu spremenimo 
tiste materialne lastnosti, ki vplivajo na fizikalno ozadje problema. Ker obravnavamo 
mehanske sistema, v skladu s Hookovim reološkim modelom in predpostavko o linearni 
elastičnosti, homogenosti in izotropnosti (definirano v poglavju 2.1), je ta materialna 
lastnost modul elastičnosti. 
 
»Soft-kill« nadgradnja BESO metode predpostavi, da se vrednost modula elastičnosti 
normira glede na vrednosti oblikovne spremenljivke xi, ki smo jo z enačbo (3.18) preko 
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formulacije problema iskanja minimuma optimizacije topologije (v poglavju 3.5.3.1) 
definirali kot binarno z vrednostjo 0 in 1. Na tem mestu jo definirajmo kot binarno z 
vrednostjo xmin ali 1. Omenimo še, da elemente z vrednostjo xi=xmin ne imenujemo več prazni 
elementi, temveč mehki elementi (angl. soft elements) zaradi zmanjšane vrednosti modula 
elastičnosti. V skladu z opisanim dobimo formulacijo problema (v skladu z enačbama (3.17) 
in (3.18)) v obliki: [15][30] 
min (𝐶 =
1
2
𝐟T𝐮) (3.28) 
ob pogoju ∶      𝑉c −∑𝑉𝑖𝑥𝑖
𝑁
𝑖=1
= 0  ;      𝑥𝑖 = 𝑥min   ali   1 (3.29) 
 
ter normiranim modulom elastičnosti preko materialne interpolacijske sheme [15][30][31]: 
𝐸(𝑥𝑖) = 𝐸mat𝑥𝑖
𝑝
 (3.30) 
 
kjer Emat predstavlja vrednost modula elastično materiala, ki je predpostavljeno definiran za 
optimizirano območje. p je kazenski koeficient (angl. penalty factor/exponent), ki je 
predhodno nastavljen podatek in poskrbi, da se vrednost modula elastičnosti mehkih 
elementov dodatno korigira (ponavadi manjša, saj velja p>1 ob xi<1). V primeru »Soft-kill« 
metode sicer p ne igra velike vloge, saj ga lahko nadomestimo s primerno manjšo vrednostjo 
xi. Toda, kot bomo videli v primeru SIMP metode, p bistveno vpliva na strmino spremembe 
oblikovnih spremenljivk z oddaljevanjem od glavnih smernic deformacijske energije in 
posledično na prepoznavnost in jasnejšo določljivost predlagane optimalne oblike. V praksi 
se je uveljavila uporaba vhodnih vrednosti xmin=0.001 in p=3 tako za »Soft-kill« kot tudi za 
SIMP metodo (kar bomo tudi videli v nadaljevanju), saj drugačne vrednosti rezultirajo v 
napačne predlagane optimalne oblike [30][31] (več o tem v uvodu SIMP metode, poglavje 
3.5.4). S tem definiramo modul elastičnosti praznih elementov kot 106x manjši (na podlagi 
enačbe (3.32), člen 𝑥min
𝑝−1
), s čimer ne naredimo velike napake pri določitvi napetostno-
deformacijskega stanja polnih elementov, hkrati pa dobimo tudi napetostno-deformacijsko 
stanje v praznih elementih, ki je primerno mnogokrat nižje. V skladu z opisanim lahko 
definiramo globalno togostno matriko [K] kot funkcijo elementarnih: 
[𝐊] =∑[𝐊]𝑖
𝑖
=∑𝑥𝑖
𝑝[𝐊]𝑖
S
𝒊
 (3.31) 
 
pri čemer i-predstavlja i-ti KE po »Soft-kill« nadgradnji (indeks S). Enačba indicira, da 
togostne matrike mehkih elementov pomnožimo z vrednostjo, ki je enaka redukciji modula 
elastičnosti, vrednosti togostnih matrik polnih elementov pa se ohranijo, kar na koncu poda 
pravilno vrednost globalne togostne matrike, ki je konsistentna s standardno definicijo 
togostne matrike volumskega končnega elementa, razširjenega na vse prostostne stopnje 
(enačba (2.18)). Elementarna deformacijska energija se sedaj izračuna v skladu z enačbo 
(3.32), ki sledi iz enačb (3.16) in (3.31), kakor izpeljejo X. Huang et al. [15]: 
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𝑐𝑖
ke = ∆𝐶𝑖 =
{
 
 
1
2
𝐮𝑖
T[𝐊]𝑖𝐮𝑖        ;      ko  𝑥𝑖 = 1       
𝑥min
𝑝−1
2
𝐮𝑖
T[𝐊]𝑖𝐮𝑖   ;      ko  𝑥𝑖 = 𝑥min 
 (3.32) 
 
Deformacijska energija mehkih elementov je torej sorazmerna s predhodno definiranima 
parametroma xmin in p, seveda odvisno glede na novo izračunano napetostno-deformacijsko 
stanje. Njena definicija v enačbi (3.32) se v proceduri poteka BESO metode vrine na mesto 
definicije elementarne deformacijske energije posameznega končnega elementa cike (enačba 
(3.16)) in je kasneje prav tako podvržena filtrirni shemi  (enačbi (3.20) in (3.21)) in 
stabilizaciji preko upoštevanja zgodovine njenih vrednosti (enačba (3.22)). Število dodanih 
in odvzetih elementov je še zmeraj v skladu z definicijo v poglavju 3.5.3.5, le da namesto o 
številu odvzetih in dodanih elementov govorimo o številu elementov, ki se iz polnih 
spremenijo v mehke (katerih modul elastičnosti za potrebe analize napetostno-
deformacijskega stanja v naslednji iteraciji pomnožimo z vrednostjo 𝑥min
𝑝−1
) in iz mehkih v 
polne (tistih, katerih vrednost xi ponovno zavzame vrednost 1). Oznake RR, IR in ER (prav 
tako definirane v poglavju  3.5.3.5) za izključitveno in vključitveno in evolucijsko volumsko 
razmerje ohranimo, le da imajo sedaj za odtenek drugačen pomen. 
 
Omenimo še, da bi z večanje vrednosti p v neskončnost »Soft-kill« nadgradnja prešla nazaj 
v osnovno BESO metodo, saj bi člen 𝑥min
𝑝−1
 konvergiral proti 0, ker 0<xmin<1. Zaradi tega in 
ker osnovna BESO metoda v bistvu »ubija« elemente, jo imenujemo tudi »Hard-kill« BESO. 
Ravno od tu dobimo izraz »Soft-kill« BESO, saj ta »mehko ubija« elemente, s tem ko jim 
slabša fizikalne lastnosti. [15] 
 
Predno se osredotočimo na SIMP metodo, preglejmo »Soft-kill« nadgradnjo BESO metode. 
Ta je bralcu podana z namenom predstavitve načina določitve napetostno-deformacijskega 
stanja prej praznih in sedaj na novo opredeljenih mehkih elementov. Določitev stanja 
omogočimo preko predpostavljene nizke vrednosti modula elastičnosti, ki rezultira v prav 
tako nizko napetostno deformacijsko stanje. To je v primeru smiselno nastavljenih 
parametrov tako neznatno glede na polne elemente, da le za odtenek izboljšamo natančnost 
končnega rezultata v primerjavi z osnovno BESO metodo. V kolikor bi namreč vrednost xmin 
povečali, bi se napetostno-deformacijsko stanje zaradi dodatnega vpliva filtrirne sheme in 
stabilizacije preko zgodovine progresivno homogeniziralo. S tem »Soft-kill« BESO 
definiramo kot homogenizacijsko metodo. [30] 
 
 
3.5.4. SIMP metoda 
3.5.4.1. Formulacija problema iskanja minimuma deformacijske 
energije in definicija variabilnosti modula elastičnosti 
Tudi SIMP metoda (angl. solid isotropic material with penalization for intermediate 
densities) je homogenizacijska metoda, ki omogoča ob uporabi xi večjih od 0.001 ravno 
pravo distribucijo modula elastičnosti po elementih tako, da so meje med polnimi in 
mehkimi elementi jasno vidne za zanesljivo predlagano optimalno obliko, in sicer: 
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Elementom, ki so daleč od cenilne oblike (v tekoči iteraciji), predpiše nizke vrednosti xi 
(0.001), medtem ko ta vrednost s približevanjem cenilni obliki narašča. Na podlagi takšne 
definicije za OS xi lahko formulacijo problema SIMP metode zapišemo kot nadgradnjo 
enačb (3.28) in (3.29), ki definirata formulacijo problema »Soft-kill« BESO metode: 
min (𝐶 = 𝐟T𝐮) (3.33) 
ob pogoju ∶      𝑉c −∑𝑉𝑖𝑥𝑖
𝑁
𝑖=1
= 0  ;      0 < 𝑥min < 𝑥𝑖 < 1 (3.34) 
 
Omenimo, da ima globalna deformacijska energija C v enačbi (3.33) dvojno vrednost tiste 
iz enačb (3.14), (3.17) in (3.28), saj smo izpustili člen 1/2. Ponovno zapišimo enačbo (3.30): 
𝐸(𝑥𝑖) = 𝐸mat𝑥𝑖
𝑝
 (3.35) 
 
Enačba (3.35) definira spremenljivost (variabilnost) modula elastičnosti po SIMP 
metodi in hkrati način penetracije gostote vplivne materialne lastnosti, modula 
elastičnosti, [30][31] kakor smo že omenili v zadnje odstavku poglavij 3.3.1.3 in 3.3.2.4. V 
primeru optimizacije topologije na podlagi fizikalnega ozadja prevoda toplote bi npr. za 
vplivno materialno lastnost definirali koeficient toplotne prevodnosti λ [32]. 
 
 
3.5.4.2. Definicija spremembe deformacijske energije in ModSIMP 
nadgradnja variabilnosti modula elastičnosti 
Globalno in lokalno togostno matriko še zmeraj izračunamo v skladu z enačbo (3.31). V 
kolikor jo v obliki lokalne togostne matrike [𝐊]𝑖 = 𝑥𝑖
𝑝[𝐊]𝑖
S vstavimo v enačbo (3.16) za 
določitev elementarne deformacijske energije, ob tem pa upoštevamo predpostavko o 
dvakratni vrednosti (izpustimo člen ½, enačba (3.33)), dobimo: 
𝑐𝑖
ke = ∆𝐶𝑖 = 𝐮𝑖
T[𝐊]𝑖𝐮𝑖 = 𝐮𝑖
T𝑥𝑖
𝑝[𝐊]𝑖
S𝐮𝑖  ;      
∂𝑐𝑖
ke
∂𝑥𝑖
= −𝑝𝑥𝑖
𝑝−1𝐮𝑖
T[𝐊]𝑖
S𝐮𝑖 (3.36) 
 
Enačba (3.36) predstavlja gradient (spremembo) deformacijske energije po oblikovni 
spremenljivki xi za i-ti končni element. Poudarimo, da [𝐊]𝑖
S vsebuje zgolj začetno vrednost 
modula elastičnosti Emat, saj smo člen 𝑥𝑖
𝑝
 v enačbi (3.31) izpostavili in ga v enačbo (3.36) 
vstavili ločeno (skupaj s [𝐊]𝑖
S). Edino spremenljivko v enačbi (3.36) torej predstavlja 
vrednost oblikovne spremenljivke xi ob predpostavki predhodno določene vrednosti p. 
Dodajmo, da smo predznak minus dobili, ker ima xi predpostavljeno vrednost manjšo od 1.  
V kolikor izrišemo graf odvisnosti modula elastičnosti E od vrednosti oblikovne 
spremenljivke xi in vrednosti kazni p (slika 3.9 na podlagi enačbe (3.35)), lahko sklepamo 
o podobnosti grafa poteka deformacijske energije v odvisnosti od oblikovne 
spremenljivke xi. S predpostavljeno obliko penetracije modula elastičnosti v odvisnosti od 
xi definiramo predpostavljeno obliko penetracije deformacijske energije tekom končnih 
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elementov. V preteklosti so se oblikovale različne metode, kako popisati spremembo modula 
elastičnosti v odvisnosti od spremembe oblikovne spremenljivke kot sta npr. RAMP (slika 
3.9, levo) in SINH metoda [30][31], toda SIMP zaenkrat prednjači pred ostalimi metodami 
[15][16]. Omenimo še, da se v praksi uporablja modifikacija SIMP metode ModSIMP, ki 
enačbo (3.30) nadgradi v [31]: 
𝐸(𝑥𝑖) = 𝐸min + [𝐸mat − 𝐸min]𝑥𝑖
𝑝
 (3.37) 
 
S tem ima optimizacija možnost dodatne nastavitve; minimalne vrednosti modula 
elastičnosti, ki ga lahko ima mehki element, saj iz enačbe (3.35) sledi E(xi=0)=Emin [31]. 
Dodajmo še, da relacije v nadaljevanju veljajo tako za SIMP kot za ModSIMP metodo.  
 
 
 
Slika 3.9: (a) Potek 𝐸(𝑥𝑖) = 𝐸mat𝑥𝑖
𝑝
, SIMP; (b) potek 𝐸(𝑥𝑖) = 𝐸mat (
𝑥𝑖
1+(1−𝑥𝑖)
)
𝑞
, RAMP [30][31]. 
 
 
3.5.4.3. Definicija skalarnega količnika spremembe deformacijske 
energije 
Enačbo spremembe deformacijske energije v odvisnosti od xi (enačba (3.36)) sta leta 2003 
nadgradila M. P. Bendsøe, O. Sigmund [16] preko vpeljave t. i. Lagrange-jevega 
multiplikatorja (angl. Lagrange multiplier [16], oznaka λ), ki poleg vpliva spremembe 
oblikovne spremenljivke na modul elastičnosti upošteva druge pogoje doseganja ekstrema 
[16] in poveča tendenco procesa h konvergenci [15][16][31]. Ta nadgradnja je skozi 
magistrsko nalogo vključena v analizo. Lagrange-jev multiplikator predstavlja skalar, s 
katerim pomnožimo spremembo elementarne deformacijske energije prejšnje (ki je 
definirana v enačbi (3.36)). Matematično zapišemo omenjeno v obliki [15][31]: 
𝐵𝑖 = 𝐵𝑖(𝜆, 𝑥𝑖) = −𝜆
−1  
∂𝑐𝑖
ke
∂𝑥𝑖
= 𝜆−1𝑝𝑥𝑖
𝑝−1𝐮𝑖
T[𝐊]𝑖
S𝐮𝑖 (3.38) 
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kjer Bi poimenujmo skalarni količnik spremembe deformacijske energije. Še enkrat 
poudarimo, da fizikalni pomen enačbe (3.38) ostaja v skladju z enačbo (3.36) in definira 
spremembo elementarne deformacijske energije po SIMP. 
 
 
3.5.4.4. Določitev elementarne deformacijske energije v k-ti iteraciji po 
SIMP in ModSIMP 
Izpeljavo bomo v magistrskem delu izpustili in bralca usmerili na pregled literature 
[15][16][30][31] ter navedli besedno razlago in sicer: Za vsak končni element po SIMP 
(ali ModSIMP) določimo njegovo elementarno deformacijsko energijo v odvisnosti od 
tiste, ki jo je imel v predhodni iteraciji [15][31][33], kakor indiciramo z opisom enačbe 
(3.38). To storimo na osnovi spremembe vrednosti oblikovne spremenljivke iz 
predhodne iteracije xi
k (enačba (3.39)), ki jo določimo tako, da jo pomnožimo z 
vrednostjo Bi (enačba (3.38)). Po določitvi vstavimo spremenjeno vrednost xik+1 v enačbo 
za določitev modula elastičnosti. 
 
Posodobljena vrednost modula elastičnosti nato služi za določitev cik+1 ob uporabi togostne 
matrike [K]i vektorja vozliščnih pomikov ui, ki so posledica obstoječega 
napetostno-deformacijskega stanja (preko enačbe (3.16)). Nadaljnji potek je že znan 
(poglavja 3.5.3.2 do 3.5.3.6). Posodobljeno vrednost modula elastičnosti hkrati uporabimo 
v naslednji iteraciji za določitev novonastalega napetostno-deformacijskega stanja, ki je 
temelj za določitev nove elementarne deformacijske energije. Ob tem SIMP (oziroma 
ModSIMP) algoritem skrbi, da oblikovna spremenljivka xi
k+1 ne preseže vrednosti 1 ali se 
spusti pod vrednost xmin, kar je predstavljeno v prvi in drugi vrstici enačbe (3.39). V 
spremembi deformacijske energije celotnega sistema SE upoštevamo spremembo modula 
elastičnosti, na podlagi katerega izračunamo vrednost ciljne funkcije C za analizo 
konvergence sistema skladno s formulacijo problema iz enačb (3.33) in (3.34).  
 
Vrednost oblikovne spremenljivke v k+1 iteraciji po SIMP in ModSIMP definiramo z 
enačbo (3.39): [15][31] 
𝑥𝑖
𝑘+1 = {
max(𝑥min,  𝑥𝑖
𝑘 −𝑚)       če    𝑥𝑖
𝑘𝐵𝑖
𝜂
≤ max(𝑥min,  𝑥𝑖
𝑘 −𝑚)
min(1,  𝑥𝑖
𝑘 +𝑚)              če   max(1,  𝑥𝑖
𝑘 −𝑚) ≤ 𝑥𝑖
𝑘𝐵𝑖
𝜂
       
𝑥𝑖
𝑘𝐵𝑖
𝜂
                                  drugače                                               
 (3.39) 
 
pri čemer k predstavlja tekoči indeks zaporedne iteracije, m dovoljeno spremembo oblikovne 
spremenljivke xi v eni iteraciji in η koeficient numeričnega dušenja. Zaradi diskretizacije 
lahko numerična napaka privede do izračuna prevelike vrednosti Bi, zato η poskrbi za 
njegovo korelacijo. Je odvisen od razmerja velikosti mreže in parametrov filtrirnih shem 
(rmin v poglavjih 3.5.3.3 in 3.5.4.6), njegova predhodno nastavljena vrednost pa se v praksi 
giblje okrog 0.5). Parameter m je dodan izključno kot varnost, da se ne bi vrednosti 
oblikovnih spremenljivk sunkovito spreminjale. Njegova vrednost se giblje okrog 0.2. S tem 
prispevamo k stabilizaciji procesa in hitrosti konvergence. [30][31] 
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3.5.4.5. Praktična interpretacija rezultatov SIMP metode 
Za lažjo interpretacijo enačbe (3.39) in rezultatov po SIMP metodi pomislimo na globalno 
napetostno-deformacijsko stanje. Ko izvajamo statično analizo mehanskega stanja po MKE, 
se že v prvih nekaj iteracijah vzpostavijo osnovne napetostne in deformacijske smernice 
(silnice), ki opredeljujejo najpomembnejšo ogrodje sistema. To večinoma ostane v procesu 
vse do konca optimizacije. Na podlagi takšnih in podobnih izkušenj je bila SIMP metoda 
ustvarjena z namenom, da bomo vrednosti deformacijske energije na lokacijah največjih 
napetosti in deformacij (relativno na definicijo deformacijske energije, kot je opisano v 
uvodu poglavju 3.5) največje, zato bo penetracija gostote modula elastičnosti (v obliki 
vplivne materialne lastnosti) majhna. Na območjih, kjer se bodo vrednosti deformacijske 
energije začele manjšati, se bo vrednost deformacijske energije iz koraka v korak 
zmanjševala v skladu s predpostavljenim modelom spremembe modula elastičnosti (v našem 
primeru po modelu SIMP metode skladno z enačbo (3.5) in sliko 3.9). S tem bomo dobili 
nek eksponentni prehod vrednosti modula elastičnosti po materialu glede na predpostavljeno 
vrednost p. Večji kot bo p, hitrejši bo prehod iz velikih vrednosti na manjše. Temu rečemo 
penetracija gostote vplivnih materialnih lastnosti, ki je opredeljen s kaznijo p, kakor smo 
že definirali v poglavju 3.5.4.1. Na območjih, ki bodo nato sledila, se bo vrednost ponovno 
bolj kot ne ustalila, a blizu vrednosti modula elastičnosti, ki bodo definirane z xmin. Omenimo 
še enkrat, da v praksi najpogosteje velja: xmin=0.001 in p=3. [30][31][33] 
 
Na tem mestu dodajmo še eno trditev: V prvi iteraciji SIMP metoda v obliki, kot je 
integrirana v optimizacijski modul Tosca (predstavljen v poglavju 5.1), izvzame vse končne 
elemente, ki imajo vrednost deformacijske energije manjšo od xmin. Ti so do nadaljnjega 
izključeni tudi iz MKE analize. Obstajajo metode, ki jih vračajo v sistem, a v tem 
magistrskem delu ne bodo obravnavane. [19] 
 
Če povzamemo SIMP metodo, kot jo mora razumeti njen uporabnik, lahko trdimo sledeče: 
Iz cenilne oblike sistema ne izvzamemo nobenega KE razen v primeru predpogoja iz 
prejšnjega odstavka. Za druge v skladu s SIMP velja, da je vrednost modula elastičnosti v 
naslednji iteraciji normirana glede na vrednost oblikovne spremenljivke. Če npr. govorimo 
o aluminiju z vrednostjo E=70000 MPa, potem bi z zvezno definirano vrednost oblikovne 
spremenljivke 0.5 opredelili končni element z vrednostjo modula elastičnosti 35000 MPa. 
Kaj nam to dejansko predstavlja? Predpostavimo, da izvedemo uspešno optimizacijo in kot 
rezultat dobimo predlog optimalne oblike. Ta ni podana v vrednostih oblikovnih 
spremenljivk 0 in 1, temveč z vrednostjo 0 in vrednostmi med xmin in 1, ki definirajo kvazi-
polne elemente. Območja z vrednostjo 0 preprosto izvzamemo iz sistema, medtem ko 
nam tista območja z vrednostjo med xmin in 1 predstavljajo variabilno območje za 
doseganje optimalne oblike, kar smo že večkrat omenili (v izvlečku, v poglavju 3.4.2.1, 
prvem odstavku, in v poglavju 3.5.1, v zadnjem odstavku) in sicer: 
 
Na mestih (ob koncu optimizacije topologije, ko je konvergenca dosežena) z vrednostjo npr. 
xi=0.5 potrebujemo 50% materiala, preferenčno na strani, ki napreduje proti višjim 
vrednostim xi, na mestih z vrednostjo xi=0.25 potrebujemo  25% materiala (spet preferenčno 
na strani napredovanja) itn. Zato lahko na mejnih območjih poljubno definiramo končno 
obliko, ob čemer nam glavne smernice (xi okrog 1) definirajo grobo zasnovo predlagane 
optimalne oblike. Bistveno je, da poskrbimo za integralno sorazmernost dodanega materiala 
glede na vrednosti xi. S takšnim pristopom hitreje zadostimo estetskim zahtevam izdelka. 
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Slika 3.10 podaja enostaven primer, na katerem je dosedanji opis v tem podpoglavju bralcu 
jasneje predstavljen. Podajmo nekaj dejstev sklicno na dosedanjo teorijo:  
- Rdeča območja predstavljajo tista območja, kjer zagotovo potrebujemo material; 
- Modra območja predstavljajo tista območja, kjer materiala ne potrebujemo; 
- Vmesna območja (zelena, rumena, oranžna) predstavljajo variabilna območja, kjer imata 
oblikovalec in konstruktor proste roke in lahko komponento oblikujeta skladno z osebno 
presojo, izkušnjami, estetskim izgledom in dodatnimi konstrukcijskimi omejitvami, ki 
morda niso bile vključene v optimizacijo topologije; 
- Glede na optimizacijsko območje je bilo skozi iteracije veliko število elementov izvzetih 
iz MKE analize (podvrženi »Hard-kill« BESO kriteriju odvzemanja materiala in/ali 
odvzemu v prvi iteraciji v skladu s SIMP metodo); 
- Na primeru je bila izvedena optimizacija topologije in ne le geometrije, saj je prišlo do 
pojava notranjih odprtin in torej večkrat povezanega območja (podprto trditev, 
predstavljena v poglavju 3.4.2.1 na sliki 3.4); 
- MAT_PROP_N je krajšava za MAT_PROP_NORMALIZED oziroma angl. normalized 
material property, ki predstavlja normirano »vplivno« materialno lastnost. Poimenovanje 
je skladno s predstavitvijo rezultatov v Abaqusu. V primeru mehanske analize je to modul 
elastičnosti, zato vrednosti xi enolično definirajo predlagano vrednost le tega glede na 
začetno predpostavljeno (Emin); [19][34] 
- Slika 3.10 je v popolnem skladju s prikazom vseh optimizacijskih rezultatov, ki bodo 
sledili v praktičnem delu naloge (rezultati v poglavju 5.2.2.7 in dodatno v prilogi F, 
podpoglavju 9.6.2.7). 
 
 
 
Slika 3.10: Predstavitev predloga optimalne oblike po SIMP metodi [17]. 
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3.5.4.6. Filtrirne sheme in potek procesa 
V predstavitvi procesa osnovne BESO metode smo predstavili povprečenje elementarne 
deformacijske energije z namenom preprečitve pojava mrežne strukture in definicije 
deformacijske energije praznih elementov (poglavje 3.5.3.3). SIMP metoda je med drugim 
vpeljana prav z namenom homogenizacije polja, a kljub posodobitvam nevarnost pojava 
mrežne strukture še zmeraj obstaja. Sicer ne več na elementarni ravni (v obliki polni, zelo 
mehak in ponovno polni element itn.) temveč na nekoliko večji skali: Večji kot je faktor 
kazni p, manjše št. KE je potrebnih, da se mrežna struktura ponovno pojavi. Ker pri 
kompleksnih analizah želimo zelo gosto mrežo in imamo ob tem velike modele, lahko 
mrežna struktura še zmeraj nastane. Zaradi tega je uporaba filtrirne sheme še zmeraj 
potrebna, saj z njo hkrati zagotovimo neodvisnost optimizacije od gostote mreže. [15][31] 
 
Ker smo s SIMP metodo spremenili način definicije elementarne energije po BESO (ki ga 
za vsako iteracijo izračuna na novo na osnovi novega napetostno-deformacijskega stanja 
skladno z enačbo (3.16)), je potrebno modificirati filtrirno shemo iz enačb (3.20) in (3.21). 
V osnovi SIMP definira deformacijsko energijo v novi iteraciji v obliki odvisnosti od njene 
spremembe po oblikovni spremenljivki, kakor je predstavljeno v enačbi  (3.36), in nato s to 
vrednostjo operira naprej. V kolikor torej želimo povprečiti deformacijsko energijo po 
SIMP metodi, moramo povprečiti njeno spremembo po oblikovni spremenljivki xi. [31] 
 
Spomnimo se, da smo v enačbi (3.20) definirali vozliščno deformacijsko energijo in na 
podlagi te povprečili elementarne deformacijske energije. Ker sedaj govorimo o spremembi 
deformacijske energije, točkovna definicija ni možna, zato »filtrirno« spremembo 
deformacijske energije definiramo kot povprečje sprememb deformacijskih energij 
posameznih končnih elementov. Ob omenjenem zato skladno z enačbi (3.21) velja: [15] 
∂𝑐𝑖
𝜕𝑥𝑖
=
∂𝑐𝑖
ke,FS
𝜕𝑥𝑖
=
∑ 𝑤(𝑟𝑗𝑖)𝑥𝑗
∂𝑐𝑖
𝜕𝑥𝑗
𝑁
𝑗=1
𝑥𝑖 ∑ 𝑤(𝑟𝑗𝑖)
𝑁
𝑗=1
  ;      𝑤(𝑟𝑗𝑖) = 𝑟min − 𝑟𝑗𝑖   ;      𝑗 = 1, 2, … ,𝑁 
(3.40) 
 
Vidimo, da z xj dodatno upoštevamo še vpliv vrednosti oblikovne spremenljivke v j-tem 
elementu, ki se nahaja znotraj radija rji, kakor prikazuje slika 3.8. Tisti z večjo vrednostjo 
prispevajo več in tisti z manjšo manj relativno na velikost spremembe deformacijske energije 
v i-tem končnem elementu po j-ti oblikovni spremenljivki. Vse ostale veličine, ki nastopajo 
v enačbi (3.40), so predstavljene pod enačbo (3.21). 
 
Omenimo še, da je potek procesa optimizacije po povprečenju identičen kot pri BESO 
metodi; elementarne deformacijske energije najprej povprečimo z vrednostmi iz zgodovine 
(iz predhodnih iteracij, enačba (3.22) in poglavje 3.5.3.4), identificiramo število elementov, 
ki jim spremenimo vrednost oblikovne spremenljivke xi (preko RR, IR, ER, kakor definirano 
v poglavju 3.5.3.5, le da tam ocenimo število odvzetih/dodanih in ne število spremenjenih) 
in nato preverimo izpolnjevanje konvergenčnega kriterija (enačba (3.27) in poglavje 
3.5.3.6). V primeru nedoseganja kriterija vse korake ponavljamo tako dolgo, da je le ta 
izpolnjen. Tedaj se optimizacija ustavi in ob tem poda predlagano optimalno obliko. 
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3.5.5. Vpliv večih obremenitvenih scenarijev 
Vsak sistem je v realnosti zmeraj podvržen različnim obremenitvam, t. i. obremenitvenim 
scenarijem. Vsak izmed njih v različnem trenutku rezultira v drugačno napetostno-
deformacijsko stanje znotraj omenjenega sistema. Klasičen primer je praktičen primer 
magistrske naloge, kjer je statorska plošča obremenjena na različne načine; ti so podrobno 
obravnavani skozi predstavitev IWM motorja v poglavju 4 in zbrani v preglednici 4.4 in 4.5 
znotraj poglavja 4.7.1. Seveda želimo, da bi bil analiziran sistem optimiran na način, ki bi 
vključeval vse obremenitvene scenarije in kot predlog optimalne oblike podal tisto obliko, 
ki bi zagotavljala čim večjo togost sorazmerno z vsemi obremenitvenimi scenariji. 
 
To storimo tako, da najprej izračunamo napetostno-deformacijsko stanje vsakega 
obremenitvenega scenarija, ki ga uporabimo za izračun elementarne in globalne 
deformacijsko energijo ponovno ločeno za vsak obremenitveni scenarij, saj želimo ločeno 
upoštevati njihov vpliv skupno togost sistema. Šele nato deformacijske energije seštejemo. 
Kam ta korak vrinemo? Spomnimo se (iz poglavij 3.5.4.2 do 3.5.4.4): Za vsak obremenitveni 
scenarij najprej izračunamo spremembo deformacijske energije na podlagi enačbe (3.36) in 
skalarni količnik spremembe deformacijske energije na podlagi enačbe (3.38). Šele nato 
izračunamo xik+1 preko enačbe (3.39), ki ga vstavimo bodisi v enačbo (3.35) ali (3.37) (SIMP 
vs. ModSIMP) za določitev novega modula elastičnosti E. Na podlagi tega, togostne matrike 
[K]i in vektorja vozliščnih pomikov ui nato izračunamo elementarno deformacijsko energijo 
ci
k+1 preko enačbe (3.16)). Korak združitve deformacijskih energij vrinemo že v koraku 
izračuna spremembe elementarne deformacijske energije (enačba (3.36)). Te 
(spremembe deformacijske energije) združimo in dobimo tendenco spremembe, ki jo 
skupno predpostavijo ločeni obremenitveni scenariji. Opisano je moč formulirati v 
obliki: [15][31] 
∂𝑐𝑖
ke
∂𝑥𝑖
= −𝑝𝑥𝑖
𝑝−1∑
𝑊𝑘
𝑊sum
(𝐮𝑖
T[𝐊]𝑖
S𝐮𝑖)𝑘
𝑆
𝑘
  ;      𝑊sum =∑ 𝑊𝑘
𝑆
𝑘
 (3.41) 
 
kjer je k zaporedni indeks obremenitvenega scenarija in W utež (angl. weight) 
obremenitvenega scenarija, ki nam pove, v kolikšni meri določen obremenitveni scenarij 
doprinese h končni togosti sistema, ki je podvržen optimizaciji topologije in načeloma velja: 
- Če W=1: normalen vpliv obremenitvenega scenarija na predlagano optimalno obliko; 
- Če W<1: manjši vpliv obremenitvenega scenarija na predlagano optimalno obliko; 
- Če W>1: večji vpliv obremenitvenega scenarija na predlagano optimalno obliko . 
 
W se določa na podlagi časovne pogostosti obremenitvenega scenarija ali kadar želimo 
nakazati določeno smer togosti v konstrukciji, kar je na praktičnem primeru IWM motorja 
predstavljeno v poglavjih 4.5 in 4.7.1.
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4. Predstavitev IWM motorja 
To poglavje podaja osnovno predstavitev električnega kolesnega pogonskega motorja; 
krajšava IWM motor. Hkrati poglavje predstavlja Korak 1: Izjavo o problemu (teoretično 
predstavljen v poglavju 3.3.1.1) in Korak 2: Nabor podatkov in informacij (teoretično 
predstavljen v poglavju 3.3.1.2) v procesu formulacije optimizacijskega problema obeh 
praktičnih primerov, ki sta tema te magistrske naloge. S tem bralec pridobi vse potrebne 
informacije za razumevanje tehničnega ozadja, na podlagi katerega je formuliran 
optimizacijski proces oblikovanja (predstavljen v poglavju 3.2) za izvedbo optimizacije 
topologije sprednje iz zadnje statorske plošče (v poglavju 5.2 in prilogi F).  
 
IWM motor je, kakor je okvirno predstavljeno v uvodu  v poglavju 1.1, sinhroni elektromotor 
s permanentnimi magneti, ki deluje na principu elektro-magnetne (oznaka EM) indukcije in 
predstavlja najučinkovitejšo pretvorbo električne energije v mehansko delo. Ker za razliko 
od pogonskih sistemov s centralnim motorjem ne potrebujemo menjalnika in mehanskega 
prenosnega sistema, se izkoristek še poveča. 
 
Slika 4.1 umešča IWM motor v električni pogonski avtomobilski sistem, kakor ga definira 
podjetje Elaphe. Izhodišče predstavlja baterijski paket, ki zagotavlja električno energijo za 
delovanje sistema. Ker kot vir energije na izhodu iz baterij dobimo enosmerni električni tok 
(angl. direct current, oznaka DC), je tega za potrebe EM indukcije potrebno pretvoriti v 
izmeničnega (angl. alternating current, oznaka AC). Za to potrebujemo vmesno 
komponento; razsmernik (angl. inverter) je elektronska naprava, ki pretvori enosmerni 
električni tok v izmeničnega. Ob pretvorbi se del energije izgubi in pretvori v volumske 
generacije toplote, a magistrska naloge te tematike ne obravnava ter se ozko namensko 
osredotoči na mehanski del motorja. 
 
IWM motor je pritrjen neposredno na roko podvozja, kar rezultira v prav tak neposreden 
kontakt motorja s cestiščem in direkten prenos obremenitev, zaradi česar se v mehansko 
najbolj obremenjenih komponentah motorja pojavijo velike napetosti. Terminološko je tak 
fenomen opredeljen kot nevzmetena masa in je analiziran v poglavju 4.3. 
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Slika 4.1: Umestitev IWM motorja v električni pogonski sistem, povzeto po [36]. 
 
Na drugi strani je motor omejen s platiščem. V praksi so IWM motorji reda velikosti, ki 
ustrezajo vgradnji v 16'' ali 19'' colsko platišče. Zaradi omejenosti prostorja je potrebno 
zavorni sistem integrirati neposredno v motor (kakor prikazujeta sliki 4.1 in 4.2) kar poveča 
kompleksnost konstrukcije in posledično napetostno-deformacijsko stanje (vpliv zavornih 
obremenitev) in temperaturno polje (velika generacija toplote) v motorju. Vpliv zavornega 
sistema je analiziran v poglavju 4.4.  
 
 
4.1. Topologija in delovanje IWM motorja 
Slika 4.2 predstavlja osnovno zgradbo motorja v delnem preseku. Ta je v splošnem 
sestavljen iz dveh osnovnih komponent – statorja in rotorja, ki sta medsebojno povezana 
preko (v večini primerov) dvorednega krogličnega ležaja (ang. hub bearing). 
 
Večina IWM motorjev je sestavljenih tako, da se rotor nahaja na zunanji strani (in je pritrjen 
na platišče), stator pa na notranji, saj se s tem obremenitve iz cestišča prenesejo neposredno 
preko ležaja in njega na roko podvozja in ne potujejo po vsej konstrukciji. S tem popolnoma 
razbremenimo rotor, ki mora za potrebe delovanja prenašati le pogonski oziroma zaviralni 
navor. V primeru motorjev z majhnimi močmi je sicer smiselno komponenti zamenjati, saj 
je stator načeloma tista komponenta, ki se bolj greje. Tedaj so toplotne izgube dovolj majhne, 
da zadostuje zračno hlajenje motorja (zato je stator na zunanji strani, da je v neposrednim 
kontaktom z obtekajočim zrakom). Kadar so moči večje (več deset kW), je za hlajenje 
statorskega dela potrebno vodno hlajenje, ki energijsko gledano predstavlja tako velik delež 
akumulacije odpadne toplote, da lahko zračno hlajenje skoraj zanemarimo. Zato je bolj kot 
neposreden kontakt z obtekajočim zrakom pomembno dejstvo o direktnem prenosu napetosti 
po konstrukciji; s tem potrdimo, da se pri IWM motorjih z večjimi močmi stator praviloma 
nahaja na notranji strani (radialno gledano v skladu s sliko 4.8). 
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Slika 4.2: Topologija IWM motor, kot ga definira podjetje Elaphe [3]. 
 
Stator in rotor fizikalno gledano ne predstavljata nič drugega kot podporni sistem, ki 
omogoča aktivnemu delu izvajanje prenosa navora iz statorja na rotor na že 
omenjenem principu EM indukcije, saj govorimo o sinhronem elektromotorju s 
permanentnimi magneti. Na zunanji strani oboda se na statorju nahaja bakreno navitje, ki 
generira EM polje. Vsak način navitja ima svoje prednosti in slabosti; podjetje Elaphe je 
svojega tudi patentiralo [36]. Magnetni vodnik predstavljajo permanentni magneti, ki so 
pritrjeni po obodu na notranji strani rotorja. Potem ko skozi bakreno navitje spustimo 
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izmenični tok, se na magnetih vzpostavi električna napetost, ki se odraža v vrtenju rotorja. 
S tem je dosežena pretvorba električne energije v mehansko delo v obliki navora. 
 
Standardne moči IWM motorjev dosegajo vrednosti do 110 kW. Tak motor je L1500 tip 
IWM motorja (slika 4.3, tudi slika 1.1), ki je trenutno najmočnejši produkt podjetja Elaphe 
in hkrati najmočnejši IWM motor na svetu, kar je preverjeno dejstvo [3]. Pohvali se lahko s 
1500 Nm maksimalnega navora, ki ga motor sicer dosega le kratkočasno (nekaj 10s), v 
primeru kontinuirnega delovanja pa se ta vrednost spusti na 1100 Nm. V kolikor upoštevamo 
štirikolesni pogon, velja: 
𝑃 = 110 kW ∙ 4 = 440 kW = 590 hp (4.1) 
 
kjer hp predstavlja konjske moči. Takšna karakteristika definira »pravo pošast« (dejanska 
moč interno znotraj podjetja Elaphe predelanega BMW X6) v svetu avtomobilizma in hkrati 
pokaže, da so IWM motorji produkt, ki lahko v prihodnosti še kako konkurirajo pogonom s 
centralnim elektromotorjem. Optimizacija različnih komponent za doseganje optimalnih 
sposobnosti je zato bistvenega pomena in ponovno upravičena, sedaj iz strani aplikativne 
uporabe, saj moč pripomore k prepoznavnosti IWM motorja in posledično večjemu tržnemu 
zanimanju. Med drugim je bila zaradi tega izbrana optimizacija statorskih plošč tega tipa 
motorja. 
 
 
   
Slika 4.3: (a) L1500 tip IWM motorja, vgrajen v BMW X6; v sodelovanju z Elaphe [3].  
 
 
4.2. Umestitev statorske plošče v L1500 motor 
Za dobro analizo obremenitvenih pogojev je potrebno poznavanje konstrukcijskih omejitev 
statorske plošče. Kakor je bilo omenjeno v uvodu naloge v poglavje 1.1, je statorska plošča 
tisti del IWM motorja, ki je pritrjen neposredno na avtomobil (roko podvozja). Slika 4.4 
prikazuje splošno umestitev statorske plošče v avtomobil na primeru BMW-ja X6. Kakor je 
omenjeno, je v aksialni smeri na eni strani omejena z roko podvozja, na drugi pa z dvorednim 
stožčastim ležajem (angl. hub bearing). Slika 4.4 nadalje prikazuje način kontakta statorske 
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plošče z roko podvozja; ta je izveden preko štirih vijačnih zvez. Plošča je na enak način 
pritrjena na statorsko ohišje. 
 
 
 
Slika 4.4: Splošna umestitev statorske plošče v BMW X6; v sodelovanju z Elaphe [3]. 
 
Radialno je statorska plošča omejena z rotorskim ohišjem, zavorno čeljustjo in ročno zavoro. 
Omejitev rotorskega ohišje rezultira v pomembno vlogo zračne reže, ki neposredno pogojuje 
izkoristek in sposobnosti motorja in je predstavljena v poglavju 4.5. Po drugi strani sta 
lokaciji zavorne čeljusti in ročne zavore vidni na sliki 4.5. Ker zavorni sistem vpliva tudi na 
obremenitve statorske plošče, je ta bralcu podrobneje opisan v poglavju 4.4. 
 
 
 
Slika 4.5: Prikaz stare statorske plošče (a) z in (b) brez členka; v sodelovanju z Elaphe [3]. 
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Na sliki 4.5 je vidna oblika statorske plošče, kakor je bila oblikovana pred optimizacijo 
topologije v tem magistrskem delu. Stara oblika je bila uporabljena v drugi verziji IWM 
motorja L1500, ki se je med testiranjem izkazala za ne povsem ustrezno. Nova aktivnost je 
bila zato izvedena z namenom zadostiti vsem kritičnim obremenitvenim scenarijem, ki se 
lahko med vožnjo zgodijo. Njihov nabor je predstavljen v poglavju 4.7.1 (scenariji 
optimizacije) in prilogi D (scenariji statične kontrole). Prehod na tretjo verzijo hkrati umešča 
proces oblikovanja statorske plošče v tretjo iteracijo procesa razvoja izdelka (L1500 tipa 
IWM motorja), kakor je teoretično opredeljeno v drugem odstavku poglavja 3.2. 
 
 
4.3. Vpliv nevzmetene mase 
Kakor je tudi že bilo omenjeno v uvodu magistrske naloge v poglavju 1.1 in uvodu 
predstavitve IWM motorja (uvodu poglavja 4), ta (IWM motor) predstavlja nevzmeteno 
maso (angl. unsprung mass), zato se obremenitve iz cestišča prenašajo neposredno nanj. 
Sicer kot dušilni element nekoliko pripomore pnevmatika, a razlika do obremenitvenega 
stanja centralnih motorjev še zmeraj predstavlja vzmetenje avtomobila. Potek glavnih silnic 
obremenitev iz cestišča ilustrira slika 4.6. Obremenitve se preko platišča in ležaja prenesejo 
na statorsko ploščo in nato na roko ohišja, pri čemer le bežno prečkajo teme rotorske plošče. 
Podobno bi lahko sklepali za teme statorske plošče in predpostavili neobremenjenost 
povezav do ohišja. Ravno zaradi nevzmetene mase tega ne moremo narediti, saj se zaradi 
slabega dušenja obremenitve hitro razširijo po statorski plošči. Zaradi tega jih vrednotimo 
kot lokalne pospeške, ki delujejo na njo, kar je edini pravilni način obravnava hipnih 
vzbujanj. Na temo nevzmetene mase je bilo v preteklosti izvedenih veliko študij, zato bomo 
v nadaljevanju pregledali obstoječo literaturo in jo dopolni z meritvami in drugimi 
ugotovitvami podjetja Elaphe. 
 
 
 
Slika 4.6: CAD model L1500 motorja v (a) polnem in (b) lokalnem prečnem preseku s prikazom 
poteka silnic; v sodelovanju z Elaphe [3]. 
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Povzemimo: Zaradi različne geometrije med podlago in obodom pnevmatike skozi vožnje 
ta udarja ob cestišče. Takšno relativno gibanje rezultira v sicer časovno kratke, a sunkovite 
spremembe hitrosti; obremenitve, ki delujejo na IWM motor, so zato v obliki pospeškov, ki 
jih bomo vrednotili kot večkratnik gravitacijskega (g = 9.81 m s-2). Pospeški se v osi kolesa 
odražajo v obliki sil, ki delujejo na ležaj in statorsko ploščo. Fraunhofer inštitut LBF 
(Nemčija) je leta 2011 izvedel obširno raziskavo, v kateri zaključuje, da se vpliv dodane 
nevzmetene mase odraža v 0-25% povečanih vrednostih omenjenih osnih sil  [38], pri čemer 
25% predstavlja dodatnih 40kg. Ob upoštevanju teže L1500, ki okvirno znaša 35 kg, lahko 
zaključimo, da se gibljemo v podobnem razponu. 
 
Ne glede na vpliv dodatne mase je potrebno dobro definirati in pregledati kritične primere, 
v katerih bodo pospeški največji. To se zgodi, ko z veliko hitrostjo zapeljemo čez oviro (npr. 
robnika), angl. maximum force exerted on unsprung mass (single bump) [38]; osne sile so 
pri hitrosti 5 km h-1 trikrat manjše kot pri hitrosti 50 km h-1 in šestkrat manjše kot pri hitrosti 
100 km h-1 [38]. Da bi bila pravilnost trditve preverjena, je podjetje Elaphe izvedlo raziskavo 
[39], podkrepljeno z meritvami. Na podlagi rezultatov teh meritev so bile ugotovitve sledeče: 
»Ugotovljeno je bilo, da je v primeru normalne vožnje s hitrostjo 90 km h-1 po grobem, 
kompaktnem terenu moč doseči sunkovite pospeške v radialni smeri do 30 g (slika 4.7 
(levo)), medtem ko lahko vožnja preko NVH ovir  povzroči pospeške med 50g in 100 g, ki 
delujejo na stator IWM motorja.« NVH ovira je pri tem definirana skladno s standardi 
[40][41], zahtevami avtomobilske industrije [40][41] in specifikacijami testnega vozila. 
Radialna smer na ordinati slike 4.7 (levo) se v tem primeru smatra kot vertikalna. [39] 
 
 
     
Slika 4.7: (a) Meritve v radialni smeri [39] in (b) primerjava eksperimentalnih rezultatov, FEM 
analize in analize dinamike togih teles preko pospeškov; v sodelovanju z Elaphe [3]. 
 
Znotraj podjetja Elaphe je bila izvedena tudi primerjava meritev z MKE analizo in analizo 
dinamike togih teles, s čimer je bila omenjena pravilnost meritve potrjena, kar prikazuje slika 
4.7 (desno). Zelo pomembno je poudariti, da so bili izmerjeni pospeški v vseh treh 
smereh (aksialni, horizontalni in vertikalni). Smeri teh naj ustrezajo orientiranosti na 
sliki 4.8 glede na lego IWM motorja in naj veljajo za celo magistrsko delo. 
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Slika 4.8: Definicija (a) aksialne, vertikalne, horizontalne in (b) radialne smeri IWM motorja. 
 
V preglednici 4.1 so predstavljene tiste vrste obremenitev v obliki pospeškov, ki so vključene 
v vsaj en kritični scenarij optimizacije topologije statorske plošče ali statične analize 
predlagane optimalne oblike. Opazimo lahko, da so ločeno podani maksimalni pospeški v 
vse tri smeri. Ti obremenitveni scenariji aproksimirajo ekstremne primere; trke vozila z 
drugimi objekti in nesreče, saj je zaželeno, da motor preživi. Maksimalni vertikalni pospešek 
je že predstavljen preko vira [39], medtem ko horizontalni in aksialni definirata trke z oviro 
v smeri, v kateri delujeta. Konvencionalna vožnja preko ovire (zadnja oblika obremenitve v 
preglednici 4.1) predstavlja obremenitveni primer, ki je posledica vožnje preko ovire z 
normalno vozno hitrostjo (npr. 90 km h-1). Ta vrsta obremenitve je zelo pomembna za 
statično kontrolo optimizirane rekonstrukcije predloga optimalne oblike, njen vpliv pa je 
pojasnjen v prilogi E. 
 
Preglednica 4.1: Kritične oblike pospeškov. 
Tip obremenitve Vertikalno Horizontalo Aksialno 
Maksimalni vertikalni  pospešek 100 g 0 0 
Maksimalni horizontalni pospešek 0 100 g 0 
Maksimalni aksialni pospešek 0 0 100 g 
Konvencionalna vožnja preko ovire 25 g 30 g 15 g 
 
 
Dodatna nevzmetena masa ima tudi svoje prednosti. Ker dodajamo maso v kolo, ki je pri 
tleh, s tem močno znižamo težišče vozila. Konfiguracija električnega pogonskega sistema 
omogoča, da baterije v avtu namestimo nizko in povsem nad podvozjem (kakor prikazujeta 
sliki 4.1 in 4.4). S tem dodatno znižamo masno središče, zato se obremenitve v primeru 
zaviranja bolj enakomerno razporedijo med vsa štiri kolesa; dinamika vozila je boljša! 
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4.4. Vpliv zavornega sistema 
Kakor je bilo bežno omenjeno v poglavju 4.3, predstavlja zavorni sistem dodatno 
konstrukcijsko omejitev in hkrati obremenitev, ki deluje na statorsko ploščo. Slika 4.9 
prikazuje lokacijo zavorne čeljusti in ročne zavore, ki naj bralcu služi kot osnova za 
razumevanje podrobne razlage, ki sledi v poglavjih 4.4.1 do 4.4.4. 
 
 
 
Slika 4.9: Prikaz integracije ročne zavore in zavorne čeljusti; v sodelovanju z Elaphe [3]. 
 
 
4.4.1. Razlika med sprednjo in zadnjo statorsko ploščo 
Omenimo še razliko med sprednjo in zadnjo statorsko ploščo, saj se ti medsebojno 
razlikujeta v načinu izvedbe zavornega sistema; prva razlika je ta, da sprednja plošča ne 
vsebuje ročnega zavornega sistema, ki je vgrajena le na zadnjo os. Druga razlika je v 
načinu pritrditve zavorne čeljusti. Ta je v primeru sprednjega motorja pritrjena 
neposredno na roko podvozja, medtem ko je v primeru zadnjega motorja pritrjena na 
statorsko ploščo (slika 4.10). Omenjeni razliki imata ogromen vpliv na obremenitvene 
scenarije (predstavljeni v poglavju 4.7 in v prilogi D) in posledično tudi na potek in rezultat 
optimizacije. Namreč, sprednjemu motorju ni potrebno prenašati nobenih obremenitev 
zavornega sistema, saj ne vsebuje ročne zavore, hkrati pa se vse obremenitve zaviranja z 
disk zavornim sistemom iz zavorne čeljusti prenesejo na roko podvozja (zaradi direktne 
montaže). Zato zavornega sistema ne rabimo upoštevati pri analizi sprednje statorske 
plošče, kar bistveno poenostavi obremenitvene scenarije le te. Po drugi strani je zadnja 
statorska plošča podvržena obema primeroma zaviranja in je posledično bolj obremenjena, 
zato je sama optimizacija kompleksnejša in zahtevnejša. Skladno z opisom je v praktičnem 
delu izvedena optimizacija sprednje statorske plošče, na kateri je zaradi enostavnosti 
predstavljena aplikabilnost SIMP metode (tekom poglavja 5.2). Kompleksnejša analiza za 
zahtevnejšega bralca na primeru optimizacije zadnje statorske plošče je naknadno 
obravnavana v prilogi F. 
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Slika 4.10: Prikaz povezave zavorne čeljusti, roke podvozja in razpoložljiv volumen za 
konstrukcijo zadnje statorske plošče. 
 
 
4.4.2. Mehansko zaviranje 
V primeru diskov zavornega sistema govorimo o zaviralnem navoru, ki ga lahko dosežemo 
s kontaktom torne obloge in diska. Takšen fizični kontakt definira mehanski način zaviranja, 
pri katerem se kinetična energija pretvarja v toploto [42]. Zaviranje mora omogočati večji 
navor kot pospeševanje, saj je zaradi varnosti potreba po hitremu ustavljanju večja kot pa po 
hitrem pospeševanju. Hkrati pri zaviranju ne dodajamo, ampak odvzemamo energijo 
sistemu, kar je nekoliko lažje. Kot omenjeno, tak fenomen generira obilico toplote, ki poveča 
že v splošnem slabo termično stabilnost IWM motorja. To naj bo le zavedeno, mi pa se 
osredotočimo na mehanske obremenitve. Vhodna podatka predstavljata maksimalni zavorni 
navor ročne zavore Tmax,parking in maksimalni navor diska zavornega sistema Tmax,caliper. V teh 
dveh stanjih se namreč v materialu pojavijo največje napetosti in posledično najbolj kritično 
napetostno-deformacijsko stanje. Smeri delovanja navorov so definirane na sliki 4.10. 
Oznaki Tmax,parking in Tmax,caliper izhajata iz angleških poimenovanj za ročno zavoro (angl. 
parking brake) in zavorno čeljust (angl. caliper). Vrednosti maksimalnih zavornih 
navorov sta 3000 Nm za disk zavorni sistem in 1000 Nm za ročno zaviranje. Omenimo 
še, da se zraven glavnih zavornih navorov okrog aksialne osi pojavi tudi zavorni navor okrog 
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horizontalne osi zaradi odstopanja lokacije prijemališč zavornih sil od ravnine statorske 
plošče. Stavek je v skladu s sliko 4.10. Vrednosti zavornih navorov okrog horizontalne 
osi sta 1200 Nm za disk zavorni sistem in 150 Nm za ročno zaviranje. Definirane 
vrednosti so bile pridobljene v sodelovanju s partnerji podjetja Elaphe in so zaupne narave, 
zato natančnejša pojasnitev fizikalnega ozadja in sklicna literatura nista podani. 
 
 
4.4.3. Regenerativno (rekuperacijsko) zaviranje 
Rekuperacija prevedeno iz latinščine pomeni obnovitev ali povrnitev in predstavlja princip 
zaviranja vozila, ko se kinetična energija pretvarja v uporabno električno energijo, se shrani 
nazaj v baterije in lahko kasneje ponovno uporabi. Primerjajmo: Pri zaviranju klasičnega 
vozila se kinetična energija pretvori v toploto. Od tod sledi, da je tako iz stališča termične 
stabilnosti motorja kot iz vidika porabe zaželeno maksimalno izkoristiti rekuperacijo; t. i. 
zaviranje z električnim motorjem. Žal pa je moč takšnega sistema omejena z močjo 
električnega motorja ob dodatnem vplivu baterij. Bolj kot so baterije prazne, večja je moč 
zaviranja z rekuperacijo. Tako kot pri mehanskem zaviranju predpostavimo, da se v primeru 
maksimalnega rekuperativnega navora Tmax,rec pojavi tisto kritično napetostno-
deformacijsko stanje, ki je primerno za vhodni podatek optimizacije. Le to je enako 
maksimalni moči motorja, ki znaša 1500 Nm, zaradi varnosti pa bomo uporabljali vrednost 
1600 Nm. Hkrati je potrebno dodati, da se obremenitve, ki so posledica rekuperacijskega 
zaviranja, prenašajo iz vira fenomena (aktivni del motorja, slika 4.2) preko statorskega ohišja 
na statorsko ploščo preko vijačnih zvez, ki se nahajajo po obodu na zunanjem premeru plošče 
(slika 4.10). [43] 
 
 
4.4.4. Kombinirano zaviranje 
V vsak IWM motor je potrebno integrirati mehansko zavoro, saj rekuperacija ne zmore 
zadostiti potrebam zaviranja – razlog je v že omenjen aspekt varnosti in posledično želje po 
hitrejšem zaviranju kot pa pospeševanju (opisano v poglavju 4.4.2). V praksi se zato želimo 
posluževati zaviranj na način, da najprej maksimalno izkoriščamo rekuperacijo in šele tedaj, 
ko se pojavi potreba po mehanskem zaviranju, začne ta sistem delovati. Za lažjo preglednost 
definirajmo vrednosti še tabelarično znotraj preglednice 4.2: 
 
Preglednica 4.2: Definicija vrednosti in oblik  kritičnih navorov. 
Vrste obremenitev Simbol Okrog 
vertikalne osi 
Okrog 
horizontalne osi 
Okrog 
aksialne osi 
Maksimalen navor 
disk zavornega sistema 
Tmax,caliper 0 1200 Nm 3000 Nm 
Maksimalen navor 
ročnega zaviranja 
Tmax,parking 0 150 Nm 1000 Nm 
Maksimalen navor 
rekuperativnga zaviranja 
Tmax,rec 0 0 1600 Nm 
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4.5. Vloga zračne reže 
V uvodu poglavja 4 smo omenili, da velikost zračne reže neposredno pogojuje izkoristek in 
sposobnosti motorja in s tem predstavlja radialno omejitev statorskega sestava  in posledično 
optimizacije statorske plošče. Zakaj je temu tako? 
 
Zračna reža predstavlja tanko cirkularno območje med statorjem in rotorjem, ki je potrebno 
za zagotavljanje relativnega gibanja obeh komponent. Ponazarja jo modro območje na sliki 
4.11. Do pretvorbe električne energije v mehansko delo pride ravno preko cirkularnega 
območja, kakor je opisano v poglavju 4.1, zato je zaželeno, da je velikost zračne reže čimbolj 
stabilna. S tem je omogočeno nadzorovano krmiljenje in spremljanje delovanja IWM 
motorja. Jakost elektro-magnetnega polja je namreč povezana s kvadratom oddaljenosti 
vodnika od bakrenega navitja in zato lahko pri večji spremembi velikosti zračne reže 
merilniki, ki so kalibrirani na nominalno mero reže, kažejo napačne vrednosti aktivnega 
navora. Po drugi strani je s stabilnostjo zračne reže povezan tudi izkoristek IWM motorja. 
Večja kot je reža, šibkejše je polje in slabša pretvorba energije (sicer imamo tudi druge vplive 
na izkoristek, kot so električni tok in napetost, hitrost motorja itn.). V kolikor je reža stabilna, 
lahko predvidimo konstrukcijo z majhno režo in posledično večjim izkoristkom. [35] [44] 
 
 
  
Slika 4.11: Prikaz lokacije zračne reže z vplivom (a) aksialnih in radialnih obremenitev, (b) navora 
ob zaviranju ali pospeševanju in (c) elektromagnetne sile [35]. 
 
Pogoj za stabilnost sta predvsem robustnost in dobra togost najbolj obremenjenih 
komponent, med katere spada tudi statorska plošča. Ta ima v bistvu največji vpliv. Sicer bi 
bilo najbolj pravilno opazovati relativno deformacijo med statorjem in rotorjem in ne 
absolutne deformacijo rotorja, a v kolikor opomnimo, da je rotor v primerjavi s statorjem 
mnogo manj obremenjen z direktnimi obremenitvami iz cestišča (pojasnjeno v poglavju 4.3; 
obremenitve se prenašajo iz platišča neposredno na ležaj in naprej na statorsko ploščo, 
prikazano na sliki 4.6), ki v največji meri pripomorejo k radialni deformaciji rotorja (v 
primerjavi z navorom, ki povzroča predvsem rotacijo (torzijske deformacije) in tako v 
radialni smeri ne doprinese veliko), lahko deformacijo zračne reže obravnavamo kot 
podvrženo izključno radialnim deformacijam statorja. Naj poudarimo, da je kljub majhnemu 
vplivu navorov na deformacijo v radialni smeri te potrebno upoštevati v optimizaciji, saj nas 
zanima napetostno-deformacijsko stanje statorske plošče; to (stanje) lahko preseže napetost 
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tečenja materiala, tudi če največje deformacije ne kažejo v radialni smeri. Zaradi 
omenjenega je potrebno biti pozoren na vse scenarije. 
 
Slika 4.11 predstavlja najosnovnejše obremenitve, ki vplivajo na velikost zračne reže. 
Najprej sta predstavljena že omenjena vpliva (a) aksialnih in vertikalnih obremenitev ter (b) 
navora ob zaviranju in pospeševanju, (c) pa predstavlja elektromagnetno silo, ki se pojavi 
zaradi ekscentričnosti statorja. Ker ima pod predpostavko doseganja togosti v radialni smeri 
statorska plošča v le tej majhne deformacije, je v magistrskem delu vpliv elektromagnetne 
sile zanemarjen. Enako velja za termo-mehanske vplive in vpliv uklona ležaja [35]. V 
splošnem nominalna vrednost zračne reže v primeru L1500 tipa IWM motorja znaša 1.2 mm, 
vendar raztros zaradi izdelave in montaže predvidi v najslabšem primeru le 0.78 mm velikost 
zračne reže. 
 
Ob predstavljenem lahko opredelimo vlogo zračne reže kot tisto omejitev 
optimizacijskega procesa oblikovanja statorske plošče, ki predpostavlja čim večjo 
togost predlagane optimalne oblike v radialni smeri. 
 
Omenimo še, da statorsko ohišje ne predstavlja del optimizacijskega območja, ker je v celoti 
konstruirano izključno v skladu s funkcijskimi zahtevami. Obremenitve so na večjem radiju 
mnogo bolj razporejene, saj imamo tam več materiala; v ohišju ga imamo zaradi 
konstrukcijskih omejitev toliko, da napetostno-deformacijsko gledano komponenta ni 
kritična. Seveda bi si želeli odvzeti nekaj dodatnega materiala, a žal je to nemogoče v skladu 
s potrebami hlajenja (geometrija hladilnih kanalov), aktivnega dela itn. 
 
 
4.6. Definicija materialnih lastnosti 
 
Preglednica 4.3: Nabor materialnih podatkov za MKE model. 
Legenda: 
 *  Simboli so definirani v seznamu uporabljenih simbolov na strani xxi. 
** NP = nepotreben podatek. 
(1) Vlečena plošča, iz katere so nato s strojno obdelavo izdelane statorske plošče. 
(2) Lit aluminij, uporabljen v kalupu za roko podvozja, sledi naknadna strojna obdelava. 
(3) Lit aluminij, uporabljen v kalupu za statorsko ohišje, sledi naknadna strojna obdelava. 
    Po standardu EN ISO 683-17: 2012. 
(4) Ležajno jeklo z visokimi odpornostnimi lastnostmi. 
(5) Jeklo standardnih komponent, kot so vijaki in podložke. 
 
 
Materialni podatki predstavljajo osnovo vsake MKE analize. Pridobljeni so bili v skladu s 
specifikacijami (podatkovnimi listinami) tistih, ki se uporabljajo v podjetju Elaphe za 
komponente L1500 tipa IWM motorja, uporabljene v tej magistrski nalogi. V preglednici 
Vrsta materiala z oznako 
[Enota] 
ρ * 
[kg m-3] 
E * 
[MPa] 
ν * 
[/] 
Re * 
[MPa] 
Rp0.2 * 
[MPa] 
Rm * 
[MPa] 
ERm * 
[%] 
Aluminij 6082 T6 (1) 2710 71 000 0.344 299.5 301.3 326.7 11.33 
Aluminij AlMgSi7 (2) 2710 71 000 0.330 215.0 225.4 270.0 35.00 
Aluminij AlSi7Mg0.3 (3) 2710 71 500 0.350 230.0 238.2 287.1 34.00 
Jeklo 1.3505 B1 (100Cr6) (4)  7810 210 000 0.300 NP ** 623.0 NP ** NP ** 
Jeklo 1.0503 (C45) (5) 7850 210 000 0.287 NP ** 1324.0 NP ** NP ** 
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4.3 so zbrani tisti podatki, ki so potrebni za enolično materialno opredelitev vseh komponent 
v MKE modelu (prireditev komponentam obeh praktičnih primerov je predstavljena znotraj 
poglavja 5.2.1.1 in v prilogi F, podpoglavju 9.6.1.1). 
 
Predpostavke: 
- Vsi materiali so linearno elastični, homogeni in izotropni, kakor je predstavljeno v 
poglavju 2.1; 
- Iz preglednice 4.3 lahko vidimo, da jeklenima materialoma ne definiramo podatkov, 
potrebnih za definicijo krivulje plastičnega utrjevanja, temveč preko meje Rp0.2 omejimo 
njihovo elastično območje. Razlog je v tem, da z mejo tečenja 623 MPa in 1324 MPa 
materiala predstavljata visoko kvalitetna jekla, ki morata biti precej bolj obremenjena kot 
v primeru te magistrske naloge, da se plastično deformirata.  Zato jih lahko 
predpostavljeno smatramo kot popolnoma elastična; 
- Aluminijasti materiali se smatrajo kot elasto-plastični, predpostavljeno pa je izotropno 
utrjevanje materiala [45]. Ker so komponente MKE modela različno obremenjene, 
plastično obnašanje ni vključeno v vse aluminijaste komponente, temveč le v nekatere. 
Naj omenimo, da smo skozi magistrsko nalogo v sklopu predstavitve SIMP metode 
obravnavali le elastično materialno obnašanje za določitev spremenljivega modula 
elastičnosti v enačbah (3.35) in (3.37). Ti enačbi je moč prilagoditi tako, da upoštevamo 
plastično materialno obnašanje, kar je vključeno v optimizacijskem modulu Tosca. 
Vključitev matematično sicer ni zahtevna, a se v nalogi kljub temu omejimo izključno na 
besedno omembo znotraj te alineje. [19] 
 
 
4.7. Definicija obremenitvenih scenarijev 
V tem poglavju so bralcu predstavljeni vsi obremenitveni scenariji, na katerih temelji 
optimizacija in evaluacija predlagane optimalne oblike obeh statorskih plošč. Potem ko 
izvedemo optimizacijo topologije po SIMP metodi in dobimo predlagano optimalno obliko, 
je potrebno to prilagoditi v skladu s tehnologijo izdelave, porabo materiala in estetskim 
izgledom, kakor je opisano v poglavju 3.2. Končna oblika se zato nekoliko razlikuje od tiste, 
ki jo predlagajo neposredni rezultati optimizacije, zato jo je potrebno ponovno analizirati s 
podobnimi obremenitvenimi scenariji, kot so bili uporabljeni v procesu optimizacije 
topologije. Z opisom zgoraj smo definirali dve vrsti obremenitvenih scenarijev; 
obremenitvene scenarije optimizacije (predstavljeni v poglavju 4.7.1), ki se nekoliko 
razlikujejo od obremenitvenih scenarijev statične kontrole (predstavljeni v prilogi D).  
 
Zakaj se scenariji med seboj sploh razlikujejo? Z optimizacijo želimo ciljno doseči 
maksimalno radialno togost strukture in okvirno zadostiti napetostnim omejitvam v 
materialu. Po drugi strani želimo s statično analizo preveriti vse omejitve optimizacije in 
hkrati vse lokalne maksimalne napetosti, ki se pojavijo bodisi zaradi oblike kot posledica 
zareznih učinkov zaradi prehoda geometrije in ostrih robov ali pa dodatne obremenitvene 
scenarije, ki se nam niso zdeli kritični za optimizacijo. 
 
Poudarimo še, da: 
- so v preglednicah tega poglavja pospeški definirani v skladu s koordinatnim sistemom, 
ki je predstavljen na sliki 4.8, vsi navori pa v skladu s sliko 4.10, pri čemer so podane 
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izključno vrednosti okrog aksialne osi; navorov okrog horizontalne osi ni v preglednicah, 
a so pri gradnji MKE modela kljub temu upoštevani skladno s preglednico 4.2; 
- je določitev vrednosti in obremenitev najpomembnejši element optimizacije. Teorijo je 
že moč predelati in simulacijo pognati, za primerno postavljene obremenitvene scenarije 
z amplitudami, ki ustrezajo kritičnim obremenitvam, pa so zahtevani različni testi in 
meritve. Tukaj je veliko podporo skozi razvoj magistrske naloge nudilo podjetje Elaphe. 
 
 
4.7.1. Definicija obremenitvenih scenarijev optimizacije 
Z namenom doseganja maksimalne togosti v radialni smeri, kakor je predstavljeno v 
poglavju 4.5, glavno vlogo igrajo tisti obremenitveni scenariji, ki deluje v ravnini statorske 
plošče (horizontalno-vertikalna ravnina sklicno na sliki 4.8). Kot dodaten pogoj za primerno 
togost jedra strukture statorske plošče so dodani še obremenitveni scenariji maksimalnih 
navorov. Sprednja statorska plošča je obremenjena izključno z rekuperacijskim zaviranjem 
Tmax,rec (definirano v poglavju 4.4.3), saj je zavorni sistem pritrjen neposredno na roko 
podvozja (pojasnjeno v poglavju 4.4.1). Pri zadnji statorski plošči je poleg rekuperacije 
potrebno upoštevati še mehansko zaviranje v obliki maksimalnega zavornega navora ročne 
zavore Tmax,parking in maksimalnega navora disk zavornega sistema Tmax,caliper (definicija v 
poglavju 4.4.2). Z opisanim ne naredimo nič drugega, kot da združimo preglednici 4.1 in 
4.2. S tem definiramo obremenitvene scenarije optimizacije obeh statorskih plošč: 
 
Preglednica 4.4: Definicija obremenitvenih scenarijev optimizacije sprednje statorske plošče. 
Obremenitveni 
scenarij 
Vertikalni 
pospešek 
Horizontalni 
pospešek 
Aksialni 
pospešek 
Tmax,rec Wk 
g-vertikalni 50 g 0 0 0 1 
g-horizontalni 0 50 g 0 0 1 
g-aksialni 0 0 50 g 0 0.5 
T-rekuperacijski 0 0 0 1600 Nm 1 
 
 
Preglednica 4.5: Definicija obremenitvenih scenarijev optimizacije zadnje statorske plošče. 
Obremenitveni 
scenarij 
Vertikalni 
pospešek 
Horizontalni 
pospešek 
Aksialni 
pospešek 
Tmax,rec Tmax,caliper Tmax,parking Wk 
g-vertikalni 100 g 0 0 0 0 0 1 
g-horizontalni 0 100 g 0 0 0 0 1 
g-aksialni 0 0 100 g 0 0 0 0.5 
T-zavorni + 0 0 0 1600 Nm 3000 Nm 0 0.5 
T-zavorni – 0 0 0 -1600 Nm 3000 Nm 0 0.5 
T-ročni 0 0 0 0 0 1000 Nm 1 
 
 
Utež Wk je parameter, ki opredeli vpliv k-tega obremenitvenega scenarija na celotno 
optimizacijo topologije in vrednosti elementarnih in globalnih deformacijskih energij, kakor 
je predstavljeno v poglavju 3.5.5 in enačbi (3.41). Skozi opis bralca spomnimo, da se najprej 
izračuna napetostno-deformacijsko stanje za vsak obremenitveni scenarij ločeno. Nato 
nastopi utež, ki vrednosti napetostno-deformacijskega stanja skalira  skladno z vrednostjo, 
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ki smo jo predpisali v preglednicah 4.4 in 4.5; vrednost 1 predstavlja ohranitev vrednosti 
napetostno-deformacijskega stanja, medtem ko z vrednostjo 0.5 definiramo polovičen vpliv 
določenega obremenitvenega scenarija na končni rezultat. Iz preglednic 4.4 in 4.5 lahko 
vidimo, da je tak vpliv (W=0.5) predviden za »g-aksialni« scenarij, kar sovpada s 
predpostavko o želji po največjem povečanju togosti v radialni smeri iz poglavja 4.5. Enako 
velja tudi za »T-zavorni« scenarij. Namreč, vsi razen omenjenega (»T-zavornega«) so 
definirani enostransko (obremenitev le v eno smer). Takšna definicija povsem ustreza ob 
predpostavki o homogenosti in izotropnosti materiala iz poglavij 2.1 in 4.6. Ob menjavi 
smeri bi namreč dobili spremembo v predznakih, kar ne vpliva na optimizacijski proces; SE 
je skalarno definirana in upošteva le absolutne vrednosti napetostno-deformacijskega stanja 
preko zmnožka vektorja vozliščnih sil f in vektorja vozliščnih pomikov u  (predstavljeno 
tekom teorije, bazirano na enačbah (2.16), (2.17) in (3.16)). 
 
Spomnimo, da se obremenitve na statorsko ploščo v primeru rekuperacijskega zaviranja 
prenašajo preko vijačne zveze s statorskim ohišjem (predstavljeno v poglavju 4.4.3 in na 
sliki 4.10) in v primeru disk zavornega sistema preko vijačne zveze z zavorno čeljustjo 
(predstavljeno v poglavju 4.4.2 in ponovno na sliki 4.10). To rezultira v različne amplitude 
napetosti obeh obremenitev, ki ju je v skupnem obremenitvenem scenariju moč obravnavati 
le v primeru, ko delujeta tako v isto kot v nasprotno stran. Utež W=0.5 zato na tem mestu 
nastopi z namenom, da »T-zavorni« scenarij ne bi predstavljal prevelikega vpliva na rezultat 
optimizacije, saj dobimo v primeru razpolovitve dvakrat upoštevanega scenarija ekvivalenco 
z enkratno polno upoštevanim. 
 
Zakaj kombinacija »zaviranja« v obe smeri (»T-zavorni +« vs. »T-zavorni –«)? Inverz 
zaviranja namreč predstavlja pospeševanje. Neprestano govorimo o rekuperaciji, ki jo v 
kritičnem primeru združimo z mehanskim zaviranjem. Povsem realen scenarij je tudi 
pospeševanje s polnim elektromagnetnim navorom, nakar začnemo sunkovito zavirati. V 
tem primeru navora delujeta v nasprotno smer, kar je razlog za »T-zavorni –« scenarij. 
 
Zakaj definirati ročni zavorni scenarij (»T-ročni«) ločeno? »T-ročni« scenarij je ločen 
zaradi načina dinamike vožnje. Služi izključno kot dodatna varnost, ki ga uporabimo v 
primeru sidranja avtomobila. Redko se zgodi, da ga v danem trenutku uporabimo skupaj z 
disk zavornim sistemom; še v tem primeru ročni sistem ustavi disk in s tem onemogoči 
delovanje zavorne čeljusti, kar ponovno privede do ne-sinhronega delovanja. Ročni zavorni 
sistem je kljub vsemu potrebno upoštevati v optimizaciji predvsem zaradi specifične lokacije 
vpetja (predstavljeno v poglavju 4.4.2 in na sliki 4.10). V okoliškem materialu lahko namreč 
povzroči napetosti, ki bistveno vplivajo na optimizacijo predvsem tega lokalnega območja. 
 
Zakaj se »g-« obremenitveni scenariji razlikujejo (50 g vs. 100 g) za sprednjo in zadnjo 
statorsko ploščo? Sprednja plošča vzvojno skoraj nič ni obremenjena. Da bi povečali togost 
jedra strukture, 100 g reduciramo na 50 g. Pri optimizaciji velikost napetostno-
deformacijskega stanja, ki se vzpostavi kot posledica delovanja določenega 
obremenitvenega scenarija, ni tako zelo pomembna. Večjo vlogo igrajo razmerja med 
magnitudami stanj (vektorjev vozliščnih sil f in pomikov u) in posledično razmerja med 
magnitudami obremenitvenih scenarijev. Pogoj je seveda, da nimamo omejitev optimizacije 
v obliki napetosti, saj bi lahko na tem mestu hitro napravili veliko napako; kot bomo videli 
v poglavju 5.2.2.5, optimizacija sprednje statorske plošče ne vsebuje napetostnih omejitev, 
zato magnitude niso pomembne. Da bi ojačali jedro strukture, namesto večje vrednosti 
Tmax,rec ali W v primeru »T-rekuperacijskega« scenarija razpolovimo vrednosti ostalih. 
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5. Praktičen primer uporabe optimizacije 
topologije ob uporabi metod MKE in 
SIMP 
Poglavje 5 predstavi aplikacijo opisane teorije na industrijskem primeru (optimizaciji 
sprednje statorske plošče). Ta je nato dopolnjena z optimizacijo zadnje statorske plošče v 
prilogi F. Kakor smo že omenili v uvodu v poglavju 1 in tekom magistrske naloge predvsem 
med predstavitvijo IWM motorja v poglavju 4, je bila v sodelovanju s podjetjem Elaphe 
izvedena aktivnost rekonstrukcije statorskih plošč z namenom izboljšanja sposobnosti 
motorja. Bralcu zato poglavje 5 predstavi način izvedbe optimizacije topologije ob uporabi 
metode SIMP. 
 
Za analizo je bilo uporabljeno programsko okolje Abaqus in optimizacijski modul Tosca, ki 
predstavljata aplikativno ogrodje za izvedbo MKE analiz in optimizacije topologije. Abaqus 
in Tosca sta predstavljena v poglavju 5.1, med drugim z namenom, da bo bralcu lažje slediti 
predstavitvi snovanja MKE modela in snovanja optimizacije za preračun, ki temelji na 
teoretičnih enačbah, predstavljenih skozi magistrsko nalogo.  
 
V skladu z opisom IWM motorja (poglavje 4) s poudarkom na razliki obremenitvenih 
scenarijev optimizacije sprednje in zadnje statorske plošče (v poglavju 4.7.1) poudarimo, da 
je optimizacija sprednje plošče (poglavje 5.2) mnogo enostavnejša (v primerjavi z 
optimizacijo zadnje); je praktično ravninski primer, zato bralcu služi kot osnova za 
razumevanje aplikativnega procesa snovanja optimizacije topologije. Kompleksnejšo 
optimizacijo za zahtevnejšega bralca predstavlja optimizacije zadnje statorske plošče 
(priloga F), kjer množica obremenitvenih scenarijev v povezavi z napetostnimi omejitvami 
vpliva na spremembo oblike sistema (ki nikakor ni ravninski) na nekoliko zahtevnejši ravni. 
 
Spomnimo, da so razlike med sprednjo in zadnjo statorsko ploščo pojasnjene v poglavju 
4.4.1, vsi obremenitveni scenariji optimizacije pa definirani v poglavju 4.7.1. Po koncu 
optimizacije topologije je za oba primera izvedena tudi rekonstrukcija oblike na podlagi 
predloga optimalne oblike (v poglavju 5.2.2.8 in prilogi F, podpoglavju 9.6.2.8), nato pa še 
statična kontrola ustreznosti rekonstruirane oblike (v prilogah E in G) na podlagi 
obremenitvenih scenarijev statične kontrole, ki so predstavljeni v prilogi D. 
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OPREDELITEV ITERACIJ OPTIMIZACIJSKEGA PROCESA OBLIKOVANJA, 
NJEGOVA SMISELNOST IN FINANČNI ASPEKT 
 
Omenimo še, da so opisane aktivnosti razvojno-raziskovalne narave in predstavljajo tretjo 
iteracijo v razvoju statorske plošče L1500 tipa IWM motorja, torej tretjo iteracijo 
optimizacijskega procesa oblikovanja. Iteracije optimizacijskega procesa oblikovanja so 
opredeljene v predzadnjem odstavku poglavja 3.3.1.4, na tem mestu pa podajmo razloge za 
tolikšno število le teh: Oblika po drugi iteracija se je izkazala za ne dovolj togo, predvsem v 
radialni smeri (to poveča razlog za način definicije uteži W pri obremenitvenih scenarijev 
optimizacije obstoječe (tretje) iteracije, ki ciljno rezultirajo v največje povečanje ravno 
togosti v omenjeni radialni smeri (kar je jasno predstavljeno v poglavju 4.7.1)). Prva iteracija 
se je še pred tem izkazala za preveč težko, kar daje jasno sliko o  t. i. majhni meji med nizko 
težo in dovolj veliko togostjo. Takšen problem je idealen za optimizacijo topologije, kar je 
nova potrditev primernosti tretje iteracije in smiselnosti celotne magistrske naloge. Obliki 
obeh predhodnih iteracij sta predstavljeni na sliki 5.1. 
 
Naj dodamo, da šele tretja iteracija predvidi razliko med sprednjo in zadnjo statorsko ploščo 
(posledica različne montaže zavornega sistema, pojasnjeno v poglavju 4.4.1), zato slika 5.1 
enolično poda rešitev predhodnih iteracij. 
 
 
 
Slika 5.1: Prikaz rekonstrukcije predlagane optimalne oblike po prvi in drugi iteraciji. 
 
Ker je aktivnost, kot smo omenili, razvojno-raziskovalne narave, razpoložljiva finančna 
sredstva niso bila omejena; v primeru uspešne optimizacije ta namreč rezultira v 
modifikacijo motorja na masovni ravni, kar se cenovno nikakor ne more primerjati z 
vložkom v raziskovalno delo. Le to je bilo financirano iz strani podjetja Elaphe.  
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5.1. Predstavitev programskega orodja Abaqus, 
optimizacijskega modula Tosca ter poteka snovanja 
MKE modela in optimizacijskega procesa 
oblikovanja 
Abaqus je programsko orodje, ki vključuje vse osnovne t. i. module oziroma podprograme 
(ang. modules), ki so potrebni za izračun določenega fizikalnega problema na podlagi 
metode končnih elementov. Moduli, ki jih osnovni Abaqus paketa vsebuje, zadostujejo 
izključno za določitev stanj sistema (napetostno-deformacijsko, temperaturno, elektro-
magnetno itn.) in so sledeči: [19] 
- Predstavitveni modul (angl. Abaqus viewport, prikazan na sliki 5.2): 
Predstavlja predstavitveno okno, v katerem je namesto pisanja kode moč preko »klikov« 
in podobnih uporabniku prijaznih ukazov (vpisovanju številk itn.) definirati vhodne 
podatke in druge nastavitve, ki jih določena vrste optimizacije potrebuje za izračun; 
- Predprocesor (angl. Preprocessor): 
Modul, ki podatke, definirane preko predstavitvenega modula, združi v matrični zapis 
fizikalnega problema. V primeru analize mehanskega sistema po MKE matrični zapis 
ustreza tistemu, ki smo ga definirali v enačbi (2.17), pri čemer imajo členi obliko skladno 
z enačbama (2.18) in (2.19) v primeru volumskih KE.  
- Solver (angl. Solver, poslovenjen izraz ): 
Izraza ne prevajamo, predstavlja pa algoritme, ki poskušajo čim hitreje rešiti sistem 
linearnih enačb, ki ga preko matričnega zapisa poda predprocesor. 
- Poprocesor (angl. Postprocessor): 
Poprocesor poskrbi za primerno vizualizacijo (prikaz) rezultatov, ki jih izračuna solver. 
 
 
 
Slika 5.2: Prikaz predstavitvenega modula (Abaqus) s poudarkom na nastavitvah optimizacijskega 
modula Tosca (rdeče) [34]. 
 
Večinoma so moduli ločeni, zato so potrebni programski vmesniki, ki jih povezujejo. Ker je 
to v Abaqus že integrirano, je uporabniku še dodatno prijazen, zato je aplikativno eno najbolj 
razširjenih programskih orodij za analizo stanj po MKE. [19] 
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Abaqus omogoča kompatibilnost tudi z drugimi zunanjimi ali dodatnimi programskim 
modulom, med katere spada Tosca. Tosca je optimizacijski modul za optimizacijo 
topologije, ki bere izhodne podatke solverja ter jih uporabi za vhodne podatke, na podlagi 
katerih odvzema in dodaja končne elemente v optimizacijskem območju (spreminja cenilno 
obliko sistema). Za kaj takega mora biti povratno vezan na predstavitveni modul, saj s 
predlogom nove cenilne oblike vpliva na vhodne podatke in posledično na predprocesor; 
preko predstavitvenega modula spreminja moč matrike [K] in vektorjev f in u (medtem ko 
odvzema in dodaja elemente). Zaradi tega je v predstavitveni modul integriran do te mere, 
da ta vsebuje poenostavljene ukaze za definicijo parametrov in optimizacijske metode tudi 
zanj, kakor prikazuje slika 5.2. Znotraj oken angl. Optimization Tasks in angl. Optimization 
Processes so tudi podokna, kjer nastavimo parametre, predstavljene v teoretičnem delu 
naloge. Podokna so obravnavana znotraj predstavitve praktičnih primerov (v poglavju 5.2 in 
prilogi F). [19][34] 
 
Za jasno sliko analize praktičnih primerov predstavimo še potek snovanja MKE modela in 
optimizacijskega procesa. 
- SNOVANJE MKE MODELA zajema geometrijo, robne pogoje, pogoje konsistentnega 
prehoda in vse ostale parametre, ki jih je potrebno nastaviti znotraj predstavitvenega 
modula, da predprocesor sestavi matrični zapis, ki ga lahko solver enolično reši: [12][39] 
- Določitev primernega CAD modela (geometrije), ki ga poda/predlaga konstruktor. 
Oblikovalec število komponent in geometrijo poenostavi tako, da to zadosti potrebam 
mreženja in robnih pogojev. Ob tem poenostavitve (v obliki odvzema zaokrožitev, 
posnetij itn.) ne smejo bistveno vplivati na spremembo napetostno-deformacijskega 
stanja s poudarkom na ohranitvi lokacij maksimalnih napetosti in deformacij 
(predstavitev na praktičnih primerih v poglavju 5.2.1.1 in dodatno v prilogi F, 
podpoglavju 9.6.1.1); 
- Definicija materialnih lastnosti; ker smo te v poglavju 4.6 že definirali, je potrebno 
sklicno na to poglavje prirediti material komponentam v MKE modelu (predstavitev 
na praktičnih primerih v poglavju 5.2.1.1 in v prilogi F, podpoglavju 9.6.1.1); 
- Definicija fizikalnega modela, ki je opredeljen z mehanskim sistemom in izračunom 
napetostno-deformacijskega stanja, kakor je predstavljeno v poglavju 2.1, zato bomo 
ta korak v procesu snovanja znotraj obeh praktičnih primerov izpustili;  
- Vzpostavitev mreže končnih elementov; v obeh MKE modelih te magistrske naloge 
so uporabljene izključno tri kombinacije končnih elementov in sicer: heksaedri s 
kvadratno interpolacijsko shemo (funkcijami) in/ali tetraedri z linearno ali kvadratno 
interpolacijsko shemo (funkcijami). Interpolacijske funkcije so skupaj z interpretacijo 
njihovega pomena predstavljene v poglavju 2.2.2 (bralcu na tem mestu ponovno 
svetujemo pregled tega poglavja). Predstavitev mreže na praktičnih primerih je 
izvedena v poglavju 5.2.1.2 in dodatno v prilogi F, podpoglavju 9.6.1.2; 
- Definicija robnih pogojev in pogojev konsistentnega prehoda; definiramo 
obremenitve skladno z obremenitvenimi scenariji optimizacije, definiramo robne 
pogoje (v obliki vpetja), definiramo t. i. povezovalno geometrijo med komponentami 
CAD modela ali med komponentami in apliciranimi obremenitvami (angl. tie 
constraint, trenje itn. (predstavitev na praktičnih primerih v poglavjih 5.2.1.3 in 
dodatno v prilogi F, podpoglavju 9.6.1.3); 
- Definicija parametrov izračuna (za solver); naj bo zavedeno, da je potrebno 
definirati število procesnih enot, ki izvajajo preračun, in nekatere druge parametre, ki 
pa so za rezultate brezpredmetni, zato jih izključno omenimo. Korak je v snovanju 
praktičnih primerov zato tudi izpuščen. 
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- SNOVANJE OPTIMIZACIJSKEGA PROCESA poteka v skladu s koraki 
optimizacijskega procesa oblikovanja, natančneje snovanje optimizacijskega problema, 
kakor smo definirali v poglavju 3.3.1: [12][19][34] 
- Korak 1: Izjava o problemu (poglavje 3.3.1.1); že podana s predstavitvijo IWM 
motorja (poglavje 4) in snovanjem MKE modela; 
- Korak 2: Nabor podatkov in informacij (poglavje 3.3.1.2); že podan s predstavitvijo 
IWM motorja (poglavje 4), snovanjem MKE modela in predstavitvijo teorije BESO in 
SIMP metode ter njunih predhodno nastavljenih parametrov (vhodni parametri p, rmin 
η in m, predstavljeni v poglavjih 3.5.3, 3.5.4 in 3.5.5); 
- Korak 3: Identifikacija oblikovnih spremenljivk (poglavje 3.3.1.3), ki so že bile 
identificirane v poglavju 3.5.3.1 kot končni elementi z vrednostjo xmin<xi<1 
(predstavitev na praktičnih primerih v poglavju 5.2.2.3 in dodatno v prilogi F, 
podpoglavju 9.6.2.3); 
- Korak 4: Identifikacija kriterija optimizacije (poglavje 3.3.1.4); ta korak je 
potrebno dobro definirati, saj osnovo kriterija predstavlja ciljna funkcija, ki sestoji iz 
različnih obremenitvenih scenarijev, kakor je predstavljeno v poglavju 3.5.5. Sam 
kriterij je konvergenčno osnovan v skladu z enačbo (3.27) (predstavitev na praktičnih 
primerih v poglavju 5.2.2.4 in dodatno v prilogi F, podpoglavju 9.6.2.4); 
- Korak 5: Identifikacija omejitev optimizacije (poglavje 3.3.1.5); tudi tukaj je stvar 
bolj kompleksna. Osnovno geometrijsko omejitev predstavlja definicija začetne 
oblike, ki je tudi definirana s korakom 6 v naslednji alineji. Ostale omejitve so bodisi 
napetostno pogojene (npr. maksimalna dopustna napetost v katerikoli iteraciji 
optimizacije v katerikoli točki FEM modela) ali pa so naprednega tipa (omenjeno v 
tretjem odstavku poglavja 3.5). Napredne omejitve so ponavadi zahteve o globalni 
obliki; npr. zahteva po obliki, ki ustreza zahtevam za izvlek orodja, zahteva po osni ali 
točkovni simetriji, zahteva po cirkularni periodičnosti, zahteva po minimalni debelini, 
zahteva po (ne)povezanosti območja itn. (predstavitev na praktičnih primerih v 
poglavju 5.2.2.5 in dodatno v prilogi F, podpoglavju 9.6.2.5); [34] 
- Korak 6: Ocena/definicija začetne oblike (poglavje 3.3.1.6): Optimizacija 
topologije deluje na način, da oceno začetne oblike (govorimo o definiciji 
optimizacijskega območja) postavi povsem na začetku. Za razliko od splošne 
definicije, ki kot oceno predstavi najprimernejšo obliko, v primeru optimizacije 
topologije ta ocena predstavlja največje območje, v katerem se lahko nahaja 
optimizirana konstrukcija. S tem ocena vključuje osnovne konstrukcijske omejitve, ki 
so ponavadi predhodno podane, seveda pa je oblikovalcu dovoljeno postaviti dodatne, 
ki poenostavijo obravnavan sistem in ob tem bistveno ne vplivajo na končni rezultat, 
kakor je opisano v poglavju 3.3.1.2. Zaradi omenjenega je korak 6 v primeru 
optimizacije statorskih plošč izveden med korakom 3 in korakom 4 (predstavljen v 
poglavju 5.2.2.1 in dodatno v prilogi F, podpoglavju 9.6.2.1); 
- Korak 7: Izbira optimizacijske metode in opredelitev njenih nastavitev – vhodnih 
podatkov metode (poglavje 3.5): Kot že večkrat omenjeno, je optimizacija izvedena 
po SIMP metodi, ki predstavlja nadgradnjo BESO metode. Vse informacije, ki so 
potrebne za razumevanje nastavitev v praktičnem delu te naloge, so predstavljene v 
poglavju 3.5. V praktičnem delu se korak 7 izvede pred korakom 3, kar je prav tako 
posebnost optimizacije topologije (predstavitev na praktičnih primerih v poglavju 
5.2.2.2 in dodatno v prilogi F, podpoglavju 9.6.2.2). 
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Dodajmo še nekaj nasvetov in dejstev, ki bodo bralcu pripomogla k razumevanju obeh 
praktičnih primerov: 
 
- Pri procesu optimizacije je potrebno spremljati potek procesa skozi iteracije, t. i. tendenco 
h konvergenci, volumen cenilne oblike in vrednosti funkcij omejitvene enačbe/neenačb 
optimizacije (hf in gf, predstavljeno v poglavju 3.3.1.5). Iz tega sledi, da je na začetku 
smiselno »pognati« optimizacijo z redkejšo mrežo, saj s tem ne tratimo nepotrebnega 
časa; tako lahko kaj kmalu vidimo, če je problem smiselno zastavljen in konvergira, hkrati 
pa lahko ocenimo primernost predlagane optimalne oblike. Šele nato je mrežo smiselno 
zgostiti in »preverjene« rezultate uporabiti kot dejanski predlog optimalne oblike. Ob 
tem poudarimo, da magistrska naloga vsebuje razlago postopkov snovanja in prikaz 
rezultatov na osnovi goste mreže, za dosego rezultatov pa so bile pred tem izvedene 
optimizacije z redkejšo mrežo v skladu z opisano logiko; 
- Tosca vsebuje SIMP algoritem, ki je uporabljen za optimizacijo topologije obeh 
statorskih plošč in ima možnosti ModSIMP algoritma. Kljub temu je v praktičnem delu 
preko nastavitve xmin=0.001 uporabljena klasična SIMP metoda brez modifikacije [34]; 
- Magistrska nalogi se fokusira predvsem na razumevanje teoretičnega ozadja optimizacije 
in primerno interpretacijo njenih rezultatov. Zato se znotraj poglavja 5.2 in v prilogi F 
povsem podrobno ne osredotočamo na snovanja MKE modela. 
 
Na koncu za potrebe statične kontrole (prilogi E in G) ponovimo postopek snovanja 
MKE modela, pri čemer CAD model nadomestimo z rekonstrukcijo predloga 
optimalne oblike (ki je predstavljena v poglavju 5.2.2.8 in v prilogi F, podpoglavju 9.6.2.8). 
Ker je optimizacijsko območje predhodno omejeno na območja, ki ne zajemajo območij 
konstrukcijskih omejitev (omenjeno v poglavju 3.3.1.6), je to edina sprememba v snovanju 
»novega« MKE modela. 
 
 
5.2. Optimizacija topologije sprednje statorske plošče 
Optimizacije sprednje statorske plošče je osnovana na predstavitvi IWM motorja v poglavju 
4. Postopek snovanja je v skladu s koraki snovanja MKE modela in optimizacijskega 
procesa, kakor je definirano v poglavju 5.1, kjer so predstavljene vse osnovne smernice 
poteka snovanja. Bralcu je za primerno razumevanje postopkov v nadaljevanju potrebno 
strniti spoznanja tako o IWM motorju kot o teoriji optimizacije s poudarkom na optimizaciji 
topologije zveznih struktur (poglavje 3.5). Ponovno poudarimo, da je razlika med sprednjo 
in zadnjo statorsko ploščo v načinu montaže zavornega sistema (podrobno predstavljena v 
poglavju 4.4.1), ki optimizacijo sprednje statorske plošče močno poenostavi. Zaradi tega 
poglavje 5.2 služi kot iztočnica za razumevanje procesa optimizacije topologije preko 
uporabe dodatne programske opreme (Abaqus, Tosca), v prilogi F pa je za zahtevnejšega 
bralca predstavljena kompleksnejša optimizacija zadnje statorske plošče. 
 
 
5.2.1. Snovanje MKE modela 
Snovanje MKE modela sledi korakom, kot so definirani v alinejah poglavja 5.1. 
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5.2.1.1. Določitev primernega CAD modela in definicija materialnih 
lastnosti 
Za analizo napetostno-deformacijskega stanja je bil uporabljen eno-komponentni CAD 
model, ki je prikazan na sliki 5.3. Konstrukter je z njim podal največje območje, kamor še 
lahko sega statorska plošča v skladu s konstrukcijskimi omejitvami, ki so predstavljene skozi 
poglavje 4; nekatere specifične omejitve, ki bralcu pripomorejo k razumevanju vsebine, so 
predstavljene na sliki 5.3. Material statorske plošče je definiran z aluminijem 6082 T6, 
definicija materialnih lastnosti pa ustreza tistim v preglednici 4.3. 
 
 
 
Slika 5.3: Prikaz CAD modela (za optimizacijo) sprednje statorske plošče. 
 
 
5.2.1.2. Vzpostavitev mreže končnih elementov 
Mreža končnih elementov je bila vzpostavljena iz heksaedričnih in tetraedričnih končnih 
elementov, kakor prikazuje slika 5.4. V skladu z njo dodajmo nekaj karakterističnih 
podatkov mreže: 
- Št. heksaedrov z linearno interpolacijsko shemo: 125275; 
- Št. tetraedrov z linearno interpolacijsko shemo: 2086; 
- Št. tetraedrov s kvadratno interpolacijsko shemo: 54197; 
- Št. vseh vozlišč: 164229; 
- Št. vseh KE: 125275. 
 
Dodajmo še, da: 
- je definicija interpolacijske sheme na podlagi interpolacijskih funkcij za MKE 
predstavljena v poglavju 2.1; 
- je najmanjša dimenzija končnih elementov velikosti 1.5 mm, največja pa 8 mm; 
- je mreža redkejša v jedru statorske plošče, kjer ne definiramo optimizacijskega območja 
zaradi konstrukcijskih omejitev vpetja (na roko podvozja in ležaj), kakor je podrobneje 
predstavljeno v poglavjih 5.2.1.3 in 5.2.2.1. 
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Slika 5.4: Prikaz mreže končnih elementov na sprednji statorski plošči. 
 
 
5.2.1.3. Definicija robnih pogojev in pogojev konsistentnega prehoda 
V skladu s pojasnitvijo v alinejah poglavja 5.1 so bili RP in PKP vzpostavljeni na načine v 
nadaljevanju: 
- Vpetje je dodano v obliki odvzema vseh prostostnih stopenj lukenj, preko katerih je 
statorska plošča na eni strani pritrjena na roko podvozja, na drugi pa na statorsko ohišje 
(nakazano na sliki 5.3). Omejitev (predstavljena na sliki 5.5 (levo)) je integrirana 
neposredno v omenjene luknje, kar povsem ne ustreza dejanskemu kontaktu. Ta je v 
realnosti vzpostavljen preko kontakta čelnih ploskev, ki preko trenja zagotavljajo prenos 
obremenitev. Razlog za poenostavitev je oddaljenost od optimizacijskega območja 
(predstavljeno na sliki 5.8) in maksimalnih napetosti (ki so predstavljene znotraj statične 
kontrole v prilogi E), zato oblika vpetja praktično ne igra vloge. 
 
 
 
Slika 5.5: (a) Prikaz vpetja in (b) definicija usmerjenosti plošče glede na IWM motor. 
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- Integracija nevzmetene mase je bila izvedena preko definicije masne točke (na sliki 5.6, 
točki RP-1, angl. inertia mass) in povezovalne geometrije v obliki kinematične povezave 
med omenjeno točko in mesti vijačnih zvez med statorsko ploščo in ohišjem. Iz slike 5.6 
(desno spodaj) lahko vidimo, da je kontakt z območji vijačnih zvez vzpostavljen s čelnima 
ploskvama, kar realnejše aproksimira zvezo med statorsko ploščo in ohišjem v skladu s 
prejšnjo alinejo. Masa točke RP-1 je enaka vsoti mas aktivnega dela statorja in statorskega 
ohišja, s čimer zadostimo pogojem nevzmetene mase, kot je predstavljeno v poglavju 4.3. 
Aktivni del IWM motorja in statorsko ohišje sta prikazana na sliki 4.2, s pomočjo katere 
bralec dobi jasno sliko o aproksimaciji nevzmetene mase. Omenimo še, da se točka RP-1 
nahaja na osi IWM motorja, ki sovpada z osjo statorske plošče, njena aksialna lokacija pa 
sovpada s težiščem aktivne nevzmetene mase, kar je prav tako prikazano na sliki 5.6. 
 
 
 
Slika 5.6: Prikaz aproksimativne integracije nevzmetene mase preko masne točke. 
 
- Vse obremenitve so podane v obliki sil in navorov, kar je v nasprotju z definicijo 
obremenitvenih scenarijev optimizacije v poglavju 4.7.1, kjer so nekatere obremenitve 
definirane v obliki pospeškov. Zakaj je temu tako? V kolikor definiramo obremenitve 
preko pospeškov, je velikost obremenitev neposredno odvisna od mase analiziranega 
sistema (F=ma). Z večanjem obremenitev narašča napetostno-deformacijsko stanje 
sistema in posledično je deformacijska energija SE v obliki ciljne funkcije C večja; 
minimum bo torej dosežen tedaj, ko ne bomo imeli v sistemu mase, saj bodo obremenitve 
nične in posledično bo tudi ciljna funkcija imela minimalno vrednost – zaradi tega bo 
predlagana optimalna oblika prazno optimizacijsko območje, kar je nesmiselno [15]. 
Sicer so se v zadnjih letih v praksi pojavile metode, ki poskušajo obvladovati ta pojav, a 
v komercialno programsko opremo večinoma še niso integrirane, kar velja tudi za Tosco 
[19]. Zaradi omenjenega namesto pospeškov integriramo v sistem sile, ki prijemajo v 
težišču nevzmetene mase (t. i. točki RP-1, slika 5.6), njihova magnituda pa se definira 
preko enačbe F=ma, pri čemer m predstavlja magnitudo nevzmetene mase in a pospešek, 
katerega magnituda je v skladu z definicijo obremenitvenih scenarijev optimizacije 
sprednje statorske plošče (iz preglednice 4.4, aksialna, vertikalna in horizontalna smer). 
Smeri aplikacije so prav tako v skladu z definicijo smeri v preglednici 4.4 in na sliki 5.5 
(desno). Dodajmo še, da navor Tmax,rec (ponovno iz preglednice 4.4) enako kot sile prijema 
v točki RP-1 in deluje v aksialni smeri, saj se rekuperacijsko zaviranje preko statorskega 
ohišja prenaša na statorsko ploščo, kar pomeni, da se obremenitve prenašajo preko njunih 
medsebojnih vijačnih zvez (prikazane na sliki 5.6, pojasnjeno v poglavju 4.4.3).  
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Nadalje velja, da prednapetje (na mestih 12. vijačnih zvez, ki so lokacijsko opredeljene na 
sliki 5.3 in 4.10) ni upoštevano v MKE modelu. Povedali smo, da bližnjo okolico 
konstrukcijskih omejitev izvzamemo iz optimizacijskega območja – ravno tam imamo 
vijačne zveze, ki v izvzeti okolici povzročijo večjo obremenjenost materiala. Ker 
predpostavljeno to zanemarljivo vpliva na obremenjenost glavnine optimizacijskega 
območja, je prednapetje dovoljeno izvzeti; doprinos prednapetja k napetostno- 
deformacijskemu stanju optimiziranega območja je neznaten in zato zanemarljivo vpliven 
na vrednosti ci in C. Seveda pa ta vpliv ni nezanemarljiv v primeru statične kontrole 
rekonstrukcije predlagane optimalne oblike (v prilogah E in G), kjer ga upoštevamo. Tam je 
integracija prednapetja prikazana na sliki 9.1. 
 
Na koncu dodajmo še sliko 5.7, na kateri so znotraj Abaqusa tabelirani vsi obremenitveni 
scenariji sprednje statorske plošče, ki so definirani v preglednici 4.4. Ti so nato uporabljeni 
za ločeno definicijo deformacijske energije v primeru večih obremenitvenih scenarijev v 
skladu s poglavje 3.5.5. Dejanska integracija v Abaqus je predstavljena na sliki 5.10 (desno 
spodaj) na primeru »g-vertikalnega« obremenitvenega scenarija. 
 
 
 
Slika 5.7: Tabelirani obremenitveni scenariji optimizacije sprednje statorske plošče. 
 
 
5.2.2. Snovanje optimizacijskega procesa 
Snovanje optimizacijskega procesa sledi korakom, kot so definirani v alinejah poglavja 5.1. 
 
 
5.2.2.1. Ocena/definicija optimizacijskega območja 
V skladu s sliko 5.8 in omembami optimizacijskega območja v poglavjih 3.3.1.6 
(Ocena/definicija začetne oblike), 5.1 (Snovanje optimizacijskega procesa, korak 6), 5.2.1.2 
in 5.2.1.3 strnimo, da iz MKE modela za definicijo optimizacijskega območja izvzamemo: 
- območja konstrukcijskih omejitev (povezave z drugimi komponentami sistema); 
- bližnjo okolico vijačnih zvez; 
- jedro plošče (kar prav tako sovpada s prvo alinejo, saj je govora o območju, kjer imamo 
vzpostavljen kontakt z roko podvozja na eni in ležajem na drugi strani; poudarimo, da 
imamo na tem mestu iz enakega razloga tudi redkejšo mrežo (slika 5.4)). 
 
Nadalje, sklicno na sliko 5.4, dodajmo, da je celotno optimizacijsko območje pomreženo z 
istim tipom končnih elementov (heksaedri) in isto interpolacijsko shemo (linearno), kar je 
zaželeno, saj tako zagotovimo stabilnost elementarne deformacijske energije po prostoru in 
času (v zaporednih iteracijah). Med drugim in tudi zaradi tega lahko definiramo dodaten 
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konvergenčni kriterij t. i. angl. Element density delta criterion, ki je predstavljen v poglavju 
5.2.2.4.  
 
 
 
Slika 5.8: Optimizacijsko območje sprednje statorske plošče.  
 
 
5.2.2.2. Izbira optimizacijske metode in opredelitev njenih nastavitev 
V skladu z osnovno idejo in cilji magistrske naloge izvedemo optimizacijo topologije po 
optimizacijski metodi SIMP. Nastavitve metode preko definicije vhodnih podatkov 
(parametrov), ki so bili predstavljeni v teoretičnem delu magistrske naloge v poglavjih 3.5.3 
in 3.5.4, so predstavljene na sliki 5.9. 
 
 
 
Slika 5.9: Definicija optimizacijske metode in njenih nastavitev. 
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K sliki 5.9, ki predstavlja operativna okna nastavitev optimizacijske metode znotraj 
Abaqusa,  dodajmo nekaj dejstev: 
- Operativno okno angl. »Basic« (osnovno) dopušča uporabo naprednih nastavitev angl. 
Freeze load regions in angl. Freeze boundary condition regions, ki omogočata 
zamrznitev območij, kjer smo v MKE model aplicirali obremenitve in druge robne 
pogoje. Zamrznitev predstavlja izključitev podobmočij iz optimizacijskega območja. 
Zaradi varnosti sta možnosti vključeni, čeprav smo ta pogoj že izpolnili s pravilno 
definicijo optimizacijskega območja (slika 5.8 vs. 5.5 vs. 5.6); 
- Operativno okno angl. »Density« (gostota) omogoča definicijo maksimalne in 
minimalne gostote vplivne materialne lastnosti preko minimalne in maksimalne dopustne 
vrednosti oblikovne spremenljivke xi (angl. Minimum and maximum density). Z definicijo 
xmin=0.001 in xmax=1 zadostimo zahtevam penetracije gostote modula elastičnosti v skladu 
z enačbo (3.35), ki hkrati sovpada z ModSIMP v primeru, ko E(xi=0.001)=Emin, kar je v 
skladu z enačbo (3.37). Abaqus omogoča še dve dodatni nastavitvi, ki teoretično v 
magistrski nalogi nista bili obravnavani in sicer: 
- Maksimalno dovoljeno spremembo vrednosti oblikovne spremenljivke xi (angl. 
Maximum change per design cycle), ki poskrbi za dodatno stabilizacijo procesa. 
Znotraj magistrske naloge dopuščamo spremembo oblikovne spremenljivke xi v 
naslednji iteraciji; z drugimi besedami: Z maksimalno dovoljeno spremembo 
oblikovne spremenljivke xi sorazmerno omejimo vrednost skalarnega količnika 
spremembe deformacijske energije Bi (definiran v poglavju 3.5.4.3). Tega znotraj 
magistrske naloge omejimo na 25%; 
- Začetno vrednost oblikovne spremenljivke xi (angl. Initial density): Ta podatek sicer 
zanemarljivo pripomore k boljšemu rezultatu (predlagani optimalni obliki), a lahko s 
pravilno nastavljeno vrednostjo pohitrimo optimizacijski proces; bralcu naj bo vodilo 
sledeče: Manjša vrednost v primeru, kadar ciljni volumen predstavlja majhen odstotek 
optimizacijskega območja in obratno. Najprimernejše je vrednost nastaviti na enako 
odstotku ciljnega volumna Vc, ki ga želimo v predlagani optimalni obliki z ozirom na 
začetnega. Ker je ciljni volumen sprednje statorske plošče 10% začetnega 
(predstavljeno v poglavju 5.2.2.5), smo nastavili angl. Initial density na 0.1 (kar je lepo 
opazno v procesu poteka optimizacije (poglavje 5.2.2.6, slika 5.12 in 5.13, prva 
iteracija)); [19][34] 
- Operativno okno angl. »Perturbation« (perturbacija) je izvzeto, saj ni bilo uporabljeno. 
Za jasno sliko omenimo, da to okno pride v poštev, ko izvajamo frekvenčno pogojeno 
optimizacijo (modalno karakterizacijo, npr. optimizacijo topologije s ciljno funkcijo 
znižati hrup sistema itn.; možnosti so vidne na sliki 5.10 (desno zgoraj)); [19]  
- Operativno okno angl. »Convergence criteria« predstavlja definicijo konvergenčnega 
kriterija, ki je predstavljen v poglavju 5.2.2.4; 
- Operativno okno angl. »Advanced« (napredno) omogoča dodatne nastavitve, za katere 
je potrebno dobro poznavanje ozadja optimizacije topologije; razumevanje teoretične 
vsebine magistrske naloge zadostuje. Skozi predhodne navedbe smo vse nastavitve 
predpostavljeno klasificirali v skladu s SIMP metodo, ki so sicer splošne (zadostuje 
razumevanje BESO metode), saj, kakor je predstavljeno v poglavjih 3.5.4.1 in 3.5.4.2, 
SIMP ni edina metoda, ki dopušča penetracijo gostote materialnih lastnosti. Operativno 
okno angl. Optimization product defoult zato avtomatsko izbere med SIMP in RAMP, v 
kolikor metode eksplicitno ne definiramo, v primeru poznavanja ozadja pa se lahko 
odločimo, katera metoda je primernejša (obstoječi modul Tosca trenutno še ne vsebuje 
drugih možnosti, kot je npr. SINH metoda [30][31] itn.). Kakor prikazuje slika 5.9 (desno 
zgoraj), je poleg izbire metode moč definirati še vrednost p=3 (faktor kazni, v primeru 
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RAMP metode velja p=q) in metodo odvzema določenega števila mehkih elementov 
(angl. Delete soft elements, method Favor continuity). Slednja tekom naloge ni 
obravnavana in je predpostavljena v skladu s priporočili [34]; [15][19] 
- Nedefinirani parametri (glede na teoretično opredeljene) so predhodno nastavljeni v 
optimizacijskem modulu Tosca skladno z izkušnjami in uporabnostjo. Sem spadajo: 
- rmin, radij filtracije (predstavljen v enačbi (3.21) in na sliki 3.8 (desno)); njegova 
vrednost je 5 do 8 kratnik (ponavadi 6 kratnik) gabarita končnih elementov in se zato 
spreminja glede na velikost mreže. Njegovo variabilnost predstavljajo nadgradnjo v že 
predstavljenih algoritmih; omenjene nadgradnje magistrska naloga teoretično ne 
obravnava; 
- η, koeficient numeričnega dušenja (poglavje 3.5.4.4, enačba (3.39)), z vrednostjo 
približno 0.5; 
- m, dovoljena sprememba oblikovne spremenljivke v eni iteraciji (poglavje 3.5.4.4, 
enačba (3.39)), z vrednostjo približno 0.2; 
- IR in RR, predstavljena v enačbi (3.23), vključitveno in zavrnitveno razmerje; 
večinoma ju ne definiramo, saj zavisita predvsem od informacij iz zgodovine in 
tendence h konvergenci. Splošen pogoj je, da se vrednosti proti koncu procesa ustalita 
in minimizirata (natančneje predstavljeno v uvodu poglavju 3.5.3), v kolikor želimo 
konvergenco doseči. Tudi te spremenljivost v obliki nadgradnje predstavljenih 
algoritmov magistrska naloga teoretično ne obravnava. 
 
 
5.2.2.3. Identifikacija oblikovnih spremenljivk 
Oblikovne spremenljivke so z definicijo optimizacije topologije kot vrsto optimizacije že 
definirane na nivoju končnih elementov in njihovo vrednostjo xi skladno s poglavjem 3.5.3.1.  
Takšne bazične nastavitve so v programski oprema kot je Abaqus že predhodno definirane. 
Zaradi tega predstavitveni modul na višjem nivoju spremenljivke definira v obliki odziva 
sistema (angl. Design response). Odzivi sistema so vse veličine, ki so odvisne od oblikovnih 
spremenljivk; sem spadajo deformacijske energije SE posameznih obremenitvenih primerov 
in omejitve optimizacije, ki so predstavljene v nadaljevanju. 
 
 
5.2.2.4. Identifikacija kriterija optimizacije 
V kolikor želimo identificirati kriterij optimizacije, moramo definirati deformacijsko 
energijo SE, ki mu je/bo podvržena. V skladu s poglavjem 3.5.5 (vpliv večih obremenitvenih 
scenarijev) je potrebno najprej določiti SE vsakega obremenitvenega scenarija posebej in 
nato te združiti. Slika 5.10 shematsko prikazuje proces definicije deformacijske energije 
sprednje statorske plošče. Na njej je prikazana definicija deformacijske energije za »g-
vertikalni« obremenitveni scenarij v obliki odziva sistema (sredina zgoraj) in nato še njena 
integracija v določitev globalne deformacijske energije SE (v obliki ciljne funkcije, angl. 
objective function (sredina spodaj)).  
 
 
Praktičen primer uporabe optimizacije topologije ob uporabi metod MKE in SIMP 
 
84 
 
Slika 5.10: Definicija odzivov sistema in globalne deformacijske energije SE. 
 
Definicija odziva sistema v obliki deformacijske energije »g-vertikalnega« obreme-
nitvenega scenarija je izvedena v dveh korakih in sicer: 
- Definiramo vrsto odziva sistema; optimiziramo glede na deformacijsko energijo, zato 
izberemo angl. Strain energy (slika 5.10, desno zgoraj). Iz istega okna lahko razberemo, 
da je možno odziv sistema definirati na različne načine. V poglavju 5.2.2.2 (Operativno 
okno, angl. »Perturbation«) smo omenili, da lahko npr. izvajamo modalno karakterizacijo 
sistema in optimizacijo s ciljem zmanjšati hrup; v takšnem primeru bi v poštev prišla 
definicija odziva sistema v obliki angl. Eigenfrequency from modal analysis; 
- Definirati je potrebno obremenitveni scenarij, iz katerega naj odziv sistema bere  
napetostno-deformacijsko stanje (prikazano na sliki 5.10, desno spodaj). Izberemo 
»g-vertikalni_obremenitveni_scenarij«, ki je v skladu z obremenitvenimi scenariji, kot so 
definirani v Abaqusu (na sliki 5.7) in predstavitvi IWM motorja (v preglednici 4.4). Tukaj 
imamo sicer tudi druge možnosti nastavitev (angl. Sum of values itn.), a za potrebe 
magistrske naloge poznavanje teh nastavitev ne igra vloge, zato je njihova razlaga 
izpuščena; 
 
Poudarimo, da ekvivalentno velja za definicijo odziva sistema ostalih obremenitvenih 
scenarijev, zato eksplicitno niso predstavljeni. Ko definiramo odzive sistema vseh 
obremenitvenih scenarijev, jih združimo, kakor prikazuje slika 5.10 (sredina spodaj). Cilj je 
minimizirati odziv (ki je v obliki deformacijske energije, angl. Minimize design response 
values). Združitev odzivov sistema je v primeru SIMP metode izvedena že v koraku izračuna 
spremembe elementarne deformacijske energije v skladu z enačbo (3.41). Tega ne bomo 
dodatno pojasnjevali, zato bralcu ponovno predlagamo pregled poglavja 3.5.5, kjer je 
teoretično ozadje vpliva večih obremenitvenih scenarijev predstavljeno. 
 
Iz slike 5.10 (sredina spodaj) lahko opazimo tudi to, da na mestu združitve upoštevamo vpliv 
uteži Wk. Upoštevan vpliv je v skladu z enačbo (3.41), vrednosti Wk pa v skladu s 
preglednico, s čimer zadostimo potrebam po povečani togosti v radialni smeri, kakor je 
predstavljeno v poglavju 4.7.1 sklicno na vpliv zračne reže (predstavljen v poglavju 4.5). 
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Ciljna funkcija SE je nato podvržena kriteriju optimizacije v skladu z enačbo (3.27), pri 
čemer moramo določiti vrednosti parametrov Q in τ, ki sta potrebna za enolično definicijo 
konvergenčnega kriterija. Q (število iteracij, ki so podvržene kriteriju konvergence) je v 
Tosci predhodno nastavljen, τ (konvergenčna toleranca, angl. Objective function delta 
criterion) pa smo že definirali na sliki 5.9 (desno spodaj, τ=0.001=0.1%). Dodajmo, da ima 
zraven kontrole konvergence ciljne funkcije Tosca integrirano še lokalno kontrolo 
konvergence za vsak končni element optimizacijskega območja ločeno (angl. Element 
density delta criterion, slika 5.9 (desno spodaj)) in sicer: Konvergenca elementarne 
deformacijske posameznega končnega elementa je dosežena, ko se njegova vrednost 
oblikovne spremenljivke xi (oziroma gostote materialne lastnosti) v zadnjih Q iteracijah ne 
spremeni za več kot τke (v primeru magistrske naloge definiran kot τke=0.005=0.5%). Tak 
kriterij predstavlja preureditev obstoječega konvergenčnega kriterija na elementarno raven 
in ga zato neposredno prevedemo iz enačbe (3.27). Velja: 
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑖 =
|∑ 𝑐𝑖  𝑘−𝑗+1
𝑄
𝑗=1 − ∑ 𝑐𝑖𝑘−𝑁−𝑗+1
𝑄
𝑗=1 |
∑ 𝑐𝑖𝑘−𝑖+1
𝑄
𝑗=1
≤ 𝜏e (5.1) 
 
kjer errori predstavlja »napako procesa optimizacije i-tega končnega elementa«, j tekoč 
indeks iteracij, ostali parametri pa so v skladu z enačbo (3.27). Ob upoštevanju obeh 
kriterijev (globalnega in lokalnega) velja: Optimizacija je ustavljena in konvergenca 
dosežena, ko vsak KE v optimizacijskem območju izpolnjuje elementarni konvergenčni 
kriterij v skladu z enačbo (5.1) in ko globalna deformacijska energija SE izpolnjuje 
globalni konvergenčni kriterij v skladu z enačbo (3.27). S tem zagotovimo stabilnost 
tudina elementarni ravni. τ=0.1% in τke=0.5% ustrezata zahtevam, ki se uporabljajo v praksi 
in v skladu z izkušnjami privedejo do primerno natančne predlagane optimalne oblike. 
 
Na koncu omenimo še možnost nastavitve angl. First design cycle used to evaluate criteria 
(prav tako na sliki 5.9 na sredini spodaj), ki z vrednostjo 10 pove, da je bila cenilna oblika 
sistema podvržena kontroli konvergenčnih kriterijev šele v 10. iteraciji. Kakor smo že 
omenili v zadnjem odstavku poglavja 3.5.3.6, to pohitri proces optimizacije, saj v prvih 9. 
iteracijah izračunov na podlagi enačb (3.27) in (5.1) ni potrebno izvajati, in nam pove, da 
vrednost Q zagotovo ni večja od 5. 
 
 
5.2.2.5. Identifikacija omejitev optimizacije 
Osnovno omejitev optimizacije topologije predstavlja ciljni volumen skladno s formulacijo 
problema iskanja minimuma (poglavje 3.5.3.1, enačba (3.18)). Tudi Vc predstavlja odziv 
sistema, saj je funkcija oblikovnih spremenljivk, kakor smo omenili v poglavju 5.2.2.3. Zato 
ga definiramo v obliki odziva sistema (angl. design response), ki ga nato uporabimo za 
omejitev optimizacije v obliki neenačbe, kakor predstavlja slika 5.11 (na sredini zgoraj). 
Neenačba je podana z omejitvijo v obliki frakcije izhodiščnega volumna in sicer z vrednostjo 
0.1. To pomeni, da kot zahtevo za izpolnitev pogojev optimizacije podamo maksimalen 
volumen optimizacijskega območja predlagane optimalne oblike, ki ne sme preseči 10% 
izhodiščnega volumna optimizacijskega območja. Pomembno se je zavedati, da smo 
omejitev definirali referenčno na volumen optimizacijskega območja (skladno s sliko 
5.8)  in ne na celoten volumen osnovnega CAD modela (iz slike 5.3). 
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Slika 5.11: Definicija omejitve volumna (rdeča), debeline (modra) in izvleka iz orodja (oranžna). 
 
V zadnjem odstavku uvoda poglavja 3.5 smo omenili, da »se v zadnjem obdobju uporabljajo 
tudi napredne omejitve, s katerim zadostimo zahtevam tehnologije in prihranimo pri 
izdelovalnem procesu.« Napredni omejitvi, ki prideta v poštev pri obravnavanem primeru in 
sta bili dodani v proces, sta: 
- Zahteva po minimalni debelini poljubnega dela konstrukcije, ki ne sme biti manjša od 5 
mm (prikazano na sliki 5.11, sredina spodaj, modra). S tem zadostimo potrebi po 
povezanosti območja, za katero želimo, da »ni prevečkrat povezano« (v osnovi ne želimo 
npr. 50 malih lukenj, saj to oteži proces izdelave); 
- Zahteva po izvleku iz orodja (slika 5.11, desno, rumena), ki je sicer nesmiselno 
definirana s kotom izvleka 0° (ta je v praksi zmeraj vsaj 2-3°), a ker je predvidena izdelava 
statorske plošče s strojno obdelavo (rezkanjem) vlečene plošče (kot definirano pod 
materialnimi lastnostmi v preglednici 4.3), s to zahtevo izključno zadostimo primerni 
obliki robu brez nekih nepotrebnih »čudnih« oblik (lepo razvidno v rezultatih na sliki 
5.14). Hkrati dodajmo, da je smer izvleka definirana v aksialni smeri in sicer tako, da je 
izhodiščna ravnina v sredini statorske plošče. S tem zadostimo potrebam po dvoplastni 
konstrukciji, ki jo na tem mestu omenimo, saj predstavlja interno zahtevo estetskega 
izgleda izdelka. Način upoštevanja te omejitve lepo predstavi dodatne možnosti, ki jih 
imamo z uvedbo naprednih omejitev, in je hkrati kazatelj medsebojne povezanosti  
korakov procesa razvoja sistema/izdelka (predstavljeno v poglavju 3.2). 
 
Nadalje velja, da optimizacija topologije sprednje statorske plošče ne vsebuje napetostnih 
omejitev. Plošča se je namreč v predhodnih iteracijah (ki so predstavljene na sliki 5.1) 
izkazala za nizko napetostno obremenjeno (nekritično). Problemi so se pojavili predvsem v 
deformacijah, ki so bile prevelike; govora je o radialnih, ki vplivajo na stabilnost zračne reže 
in s tem neposredno na izkoristek in sposobnosti IWM motorja, kakor je predstavljeno v 
poglavju 4.5. Bralec bi se lahko na tem mestu vprašal, kako da potem ne optimiziramo 
statorske plošče izključno na deformacijo namesto na deformacijsko energijo. Razlog je v 
tem, da moramo še zmeraj zadostiti napetostnim omejitvam materiala; namreč, kaj hitro se 
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lahko ob neprimerni obliki pojavijo visoke lokalne napetosti, ki presežejo mejo plastičnosti, 
čeprav je večina konstrukcije daleč v varnem območju. Zato se v praksi skoraj nikoli ne 
optimizira izključno na deformacijo. 
 
 
5.2.2.6. Potek procesa optimizacije 
V poglavjih 5.2.1.1 do 5.2.2.5 smo definirali vse potrebne vhodne podatke za izvedbo 
procesa optimizacije topologije. Njegov potek z vrednostmi ciljne funkcije SE in omejitvijo 
volumna (v obliki Vj/V, kjer je Vj volumen j-te iteracije) skozi iteracije je predstavljen na 
sliki 5.12. Nadalje slika 5.13 predstavlja cenilne oblike v določenih iteracijah, tako da je 
bralcu omogočeno lažje razumevanje procesa, ki je opisan v nadaljevanju. 
 
Za pravilno interpretacijo dodajmo trditev glede volumna Vi: Da bi lahko tega obravnavali 
ekvivalentno s spremenljivim modulom elastičnosti, ga normiramo v skladu z vrednostjo 
oblikovnih spremenljivk xi. Tudi gostota ρ (povezana z volumnom v obliki m=ρV) je 
materialna lastnost, ki je v teoretičnem delu naloge nismo omenjali, saj je predpostavljeno 
konstanta in nima vpliva na analizo statičnega mehanskega stanja. Ker SIMP metoda definira 
penetracijo gostote materialnih lastnosti, je tudi gostota normirana skladno z modulom 
elastičnosti, vendar je uporabljena izključno v poprocesiranju rezultatov vsake iteracije za 
določitev volumna Vj. Ta bi se sicer moral ohranjati ne glede na spremembo gostote, a ker 
sta ob predpostavki homogenosti in izotropnosti gostote (kar je v skladu z osnovno 
predpostavko Hookovega reološkega modela v poglavju 2.1) masa in volumen 
proporcionalna, je na tem mestu dovoljeno storiti napako in pri določitvi Vi normirati tega 
skladno z xi. 
 
 
 
Slika 5.12: Potek procesa optimizacije topologije sprednje statorske plošče. 
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Slika 5.13: Prikaz cenilnih oblik v iteracijah 0, 2, 5, 10, 20, 30, 42 po vrstnem redu. 
 
Še pred pojasnitvijo slike 5.12 in 5.13 opomnimo bralca na poglavje 3.5.4.5, kjer je 
predstavljena praktična interpretacija rezultatov SIMP metode. Razumevanje tega poglavja 
služi kot osnova za razumevanje nadaljevanja. 
 
Razlaga v nadaljevanju bazira na slikah 5.12 in 5.13, pri čemer dodajmo, da so vrednosti 
oblikovnih spremenljivk definirane v obliki xi,j,opt ali xi,j,ko, kjer indeks i predstavlja i-ti KE, 
j j-to iteracijo, oznaki »opt« (optimizacijsko območje) in »ko« (konstrukcijske omejitve) pa 
dodatno opredeljujeta končni element na podobmočja v skladu z definicijo optimizacijskega 
območja na sliki 5.8. 
 
V ničti iteraciji (j=0) končni elementi znotraj optimizacijskega območja privzamejo 
predhodno nastavljeno začetno vrednost oblikovnih spremenljivk xi,j=0,opt=0.1, ostali 
elementi sistema pa vrednost xi,j=0,ko=1 (slika 5.13, j=0). Preko xi,j=0,opt SIMP nato definira 
vrednost modula elastičnosti E (skladno z enačbo (3.35)), ki se uporabi v prvi iteraciji za 
določitev napetostno-deformacijskega stanja. Ker sprednja statorska plošča napetostno ni 
kritična (pojasnjeno v poglavju 5.2.2.5, zadnji odstavek), v ničti iteraciji pa imamo v 
konstrukciji vse KE, ni nenavadno, da v začetnih iteracijah (j=1 in 2) volumen močno pade 
(slika 5.12, začetna konkavnost modre krivulje). Namreč, zaradi nizkega 
napetostno- deformacijskega stanja SIMP metoda spremeni večino vrednost xi,j=0,opt=0.1 
močno navzdol proti xi,j=1,opt=0.001. Od tod sledi, da kljub nizki začetni definiciji xi,j=0,opt=0.1 
ta še bolj pade, kar potrjuje primernost spremembe začetno predpostavljene vrednosti 
xi,j=0,opt=1, kakor je opisano v poglavju 5.2.2.2 (alineja začetna vrednost oblikovne 
spremenljivke xi). SE se ob tem v prvi iteraciji (j=1) ohrani, v drugi (j=2) pa že močno zniža, 
saj se vrednosti xi,j=2,opt začnejo prerazporejati v skladu z območji največjih napetosti in 
deformacij. Z ugodnejšo prerazporeditvijo (večje vrednosti xi,j,opt, posledično večji modul 
elastičnosti E na bolj obremenjenih mestih, obratno na manj obremenjenih) se manjša tudi 
vrednost deformacijske energije. 
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Kadar imamo v začetku procesa optimizacije nizke vrednosti xi,j,opt, govorimo o gradnji 
optimizacijskega območja iz manjšega volumna (normirano gledano v skladu z drugim 
odstavkom tega poglavja) proti večjemu in ne obratno, kot bi bralec lahko pomislil. Na tak 
način namreč SIMP metoda krepi t. i. glavne napetostno-deformacijske smernice (kjer je 
konstrukcija najbolj obremenjena) in šibi ostala podobmočja. S krepitvijo glavnih smernic 
pridobivamo na vrednostih xi,j,opt (na podobmočjih glavnih smernic) in posledično na 
normiranem volumnu ter modulu elastičnosti. Zaradi omenjenega se volumen začne dvigati 
proti željeni vrednosti Vc/V=0.1 (razvidno iz slike 5.12). Iz iste slike lahko razberemo, da 
ima SIMP integriran dodaten algoritem, ki skozi proces izloča najšibkejše elemente [19], saj 
s tem prihrani na času preračuna in zviša natančnost predlagane optimalne oblike, a tega 
znotraj magistrske naloge teoretično ne obravnavamo. 
 
Iz slike 5.12 lahko naprej razberemo, da volumen med 5. in 10. iteracijo zaniha, kar indicira 
potencialno nestabilnost procesa. Do tega pride, ker pride v teh iteracijah do fiksne 
vzpostavitve glavnih napetostno-deformacijske smernice (vidno na sliki 5.13, j=5 in j=10). 
Skladno s tem SE konstantno pada, saj, bolj kot so glavne smernice pravilno usmerjene, 
lepša je porazdelitev napetosti in deformacij in posledično je deformacijska energija nižja.  
 
Potem ko se glavne smernice vzpostavijo, se proces stabilizira, kar je moč zaznati tudi v 
konstantnem približevanju volumna omejitveni vrednosti Vc/V=0.1 (slika 5.12). SIMP tako 
v nadaljevanju z majhnimi korekcijami izključno »pili« najprimernejšo obliko (vidno na sliki 
5.13, j=20, j=30 in j=42) vse tja do iteracije j=42, ko cenilne funkcije v obliki globalne in 
elementarne deformacijske energije zadostijo zahtevam konvergenčnih kriterijev. Tedaj 
dobimo predlagano optimalno obliko, ki je podrobneje predstavljena v poglavju 5.2.2.7. 
 
 
5.2.2.7. Rezultati optimizacije topologije – prikaz predlagane optimalne 
oblike 
Tudi v tem poglavju bralca opomnimo na poglavje 3.5.4.5, kjer je predstavljena praktična 
interpretacija rezultatov SIMP metode. Razumevanje tega poglavja ponovno služi kot 
osnova za razumevanje nadaljevanja. Posebej poudarimo, da z MAT_PROP_N (vplivna 
materialna lastnost, angl. normalized material property) Abaqus definira vrednost oblikovne 
spremenljivke xi. 
 
Slika 5.14 (legenda na srednjem pogledu velja za vse poglede) predstavlja različne poglede 
predlagane optimalne oblike sprednje statorske plošče, ki jo podaja 42. iteracija procesa 
optimizacije (že predstavljena na sliki 5.13 (j=42)). Spodnja pogleda (na sliki 5.14) 
predstavljata tiste KE, ki imajo v vsaj eni pripadajoči točki vrednost oblikovne spremenljivke 
večjo od 0.5 (matematično: xi,j=42>0.5). S tem dobimo natančnejši vpogled v glavne 
napetostno-deformacijske smernice. Na določenih mestih so še zmeraj vidni odtenki modre 
barve (v skladu z legendo), za katere velja xi,j=42<0.5. Ti delci KE ostanejo v pogledu, ker 
dodatni napredni algoritmi SIMP metode omogočajo ne le penetracijo gostote materialnih 
lastnosti glede na končne elemente, temveč tudi penetracijo znotraj končnih elementov. S 
tem dobimo zvezno obliko vrednosti oblikovne spremenljivke x po celotni konstrukciji, ki 
si jo lahko interpretiramo na podoben način kot zvezno definicijo primarnih in sekundarnih 
spremenljivk preko oblikovnih funkcij v primeru MKE (predstavljeno v poglavju 2.2.2). 
Oblikovne spremenljivke tako ni več potrebno definirati v obliki xi kot pripadajočo i-temu 
KE, temveč zvezno v obliki x=f(x, y, z) kot funkcijo koordinat. V skladu z omenjenim od 
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sedaj naprej namesto xi uporabljajmo oznako x. Teh naprednih algoritmov magistrska naloga 
ne obravnava, a naj bo zavedeno, da so integrirani v Abaqus in Tosco. [19] 
 
 
 
Slika 5.14: Prikaz rezultatov: Predlagana optimalna oblika sprednje statorske plošče. 
 
V poglavju 5.2.2.5 smo definirali omejitev v obliki izvleka iz orodja zaradi zahteve po 
dvo-nivojski obliki plošče; na sliki 5.14 (srednji pogled) lahko vidimo, da se je oblikovala 
zahtevana geometrija. Hkrati konstrukcija ni nikjer zelo tanka, kar ustreza drugi napredni 
omejitvi z zahtevo po minimalni debelini 5 mm (prav tako predstavljeno v poglavju 5.2.2.5). 
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S predhodno nastavljenim faktorjem kazni p=3 smo poskrbeli za oster prehod iz vrednosti 
x=1 na vrednost x=0.001 (skladno s sliko 3.9), s čimer smo omejili variabilnost območja, ki 
je na voljo za rekonstrukcijo predlagane optimalne oblike (interpretacija omenjenega je 
predstavljena v poglavju 3.5.4.5). To velja le v primeru, kadar želimo z rekonstrukcijo doseči 
absolutni optimum. V primeru obstoječe optimizacije temu ni tako, saj želimo z optimizacijo 
odkriti glavne napetostno-deformacijske smernice in nato na njihovi podlagi zgraditi 
rekonstrukcijo predlagane optimalne oblike (predstavljeno v naslednjem poglavju). Tudi v 
tem primeru velika vrednost faktorja kazni p (3 je že velika vrednost) ustreza, ker jasno poda 
omenjene glavne smernice (kakor prikazujeta spodnja pogleda na sliki 5.14). 
 
Omenimo še, da imajo vsa območja, ki so bila izvzeta iz optimizacije, vrednost x=1. Hkrati 
v okolici konstrukcijskih povezav s statorskim ohišjem optimizacija ne predlaga dodatnega 
materiala. To je zato, ker je bilo prednapetje kot posledica vijačne zveze izvzeto iz MKE 
modela. To rekonstrukcija v naslednjem koraku tudi upošteva. 
 
 
5.2.2.8. Rekonstrukcija predlagane optimalne oblike 
Slika 5.15 predstavlja razvoj rekonstrukcije, ki je bil izveden v večih iteracijah. Kaj to 
pomeni? Iteracije predstavljajo posvete med konstruktorjem in oblikovalcem. Predlagana je 
rekonstrukcija oblike na podlagi predlagane optimalne oblike, ki je podvržena statični 
kontroli. Na njeni podlagi konstruktor poda ponoven predlog spremembe (tokrat 
rekonstrukcije), če je seveda potrebna. Rekonstrukcijo se ponovno spremeni, ponovno 
izvedemo statično kontrolo itn. To se ponavlja, dokler oblika ne ustreza vsem zahtevam. V 
kolikor zahtev ni moč izpolniti, je potrebno ponoviti optimizacijo z novimi nastavitvami ali 
pa celo seči v same korenine sistema, katerega komponento optimiziramo. S tem smo 
ponovno poudarili pomembnost povezanosti procesov v razvoju sistema/izdelka, kakor je 
predstavljeno skozi poglavje 3.2. Dodajmo, da je v magistrski nalogi predstavljena izključno 
zadnja iteracija rekonstrukcije in statične kontrole (predstavljena v prilogi E). 
 
 
 
Slika 5.15: Prikaz procesa rekonstrukcije na podlagi predlagane optimalne oblike. 
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Skladno s sliko 5.15 je očitno, da smo poleg predlagane optimalne oblike v 
rekonstrukcijo dodali ogromno količino dodatnega materiala. Razlogi za tako znatno 
ojačitev so sledeči: 
- Varnostni faktor; 
- Vpliv zračne reže: Sicer je vpliv povezan z varnostjo, a tudi z izkoristkom in 
sposobnostmi prenašanja navora IWM motorja. Na to neposredno vpliva stabilnost zračne 
reže (predstavljena v poglavju 4.5). Z večjo togostjo statorske plošče zračno režo dodatno 
stabiliziramo; 
- Optimizacija ne vsebuje napetostnih omejitev: Material odvzemamo tako dolgo, da ne 
dosežemo ciljnega volumna Vc, ob tem pa nas optimizacija ne obvesti, če smo presegli 
npr. mejo plastičnosti. Sicer smo omenili, da iz predhodnega poznavanja problema 
komponenta kot taka ni napetostno kritična in na tej podlagi ocenili Vc/V=0.1, a to ni 
zagotovilo, da bo konstrukcija zdržala. 
 
Dodajmo (v skladu z omembo v poglavju 5.2.2.7), da želimo z optimizacijo odkriti glavne 
napetostno-deformacijske smernice in definirati dvo-nivojsko strukturo ter nato na podlagi 
teh rezultatov zgraditi rekonstrukcijo oblike. Tako je bila ideja že na začetku, da bo v 
konstrukciji več kot 10% začetnega materiala, le da smo zaradi omenjenih praktičnih 
prednosti postavili mejo ciljnega volumna tako nizko. 
 
Omenimo še, da je validacija končne oblike (rekonstrukcije) zelo pomembna, saj lahko šele 
tedaj potrdimo primernost procesa optimizacije topologije. Zaradi tega je bralcu toplo 
priporočen pregled priloge E, ki preko statične kontrole potrdi primernost rekonstrukcije. 
 
 
5.3. Pojasnilo k prilogam praktičnega dela 
To poglavje podaja pojasnilo o prilogah, ki so bile dodane kot dopolnitev praktičnega dela 
magistrske naloge. 
 
Teorija optimizacije topologije je zelo obsežna. V kolikor smo jo skozi magistrsko nalogo 
želeli predstaviti na nivoju, ki bralcu omogoča razumevanje aplikativnega dela, ob tem pa 
primerno definirati IWM motor, smo bili zelo omejeni z obsegom praktičnega dela, ki je 
zato omejen na eno-komponentno optimizacijo topologije sprednje statorske plošče. Za 
zahtevnejšega bralca je zato v prilogi F priložena kompleksnejša optimizacija zadnje 
statorske plošče, ki jo dopolnjuje priloga G, kjer je izvedena njena statična kontrola. Njena 
opredelitev v IWM motorju je že predstavljena tekom poglavja 4. Skozi magistrsko nalogo 
(predvsem v poglavju 5.1) je dodanih kar nekaj istočasnih referenc na praktični primer v 
poglavju 5.2 (optimizacija sprednje statorske plošče) in prilogi F (optimizacija zadnje 
statorske plošče), kar nakazuje na enakovrednost primerov, zato bralcu ponovno toplo 
priporočamo, da pregleda slednjo. 
 
Kakor smo že skozi celotni praktični del naloge navajali, še poudarimo, da brez statične 
kontrole ne moremo potrditi uspešnosti optimizacije. Ker sta obe statični kontroli (sprednje 
in zadnje statorske plošče) predstavljeni v prilogah (prilogi E in G), bralcu priporočamo 
pregled tudi teh. Dodajmo še (širše opisano v poglavju 4.7), da so obremenitveni scenariji 
za statično kontrolo predstavljeni v prilogi D, ki naj bo osnova za pregled prilog E in G. 
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6. Diskusija rezultatov 
Diskusija temelji na rezultatih magistrskega dela, ki jih predstavljata predlagani optimalni 
obliki in njeni rekonstrukciji. Oboje je bilo izvedeno na primeru sprednje in zadnje statorske 
plošče L1500 tipa IWM motorja. 
 
Rezultati sprednje statorske plošče so v obliki slik predstavljeni v poglavjih 5.2.2.7 in 
5.2.2.8. Oblika ustreza omejitvam in nastavljenim parametrom, ki smo jih predvideli skladno 
s fizikalnim ozadjem delovanja IWM motorja; govora je o: 
- pravilni določitvi obremenitvenih scenarijev; 
- pravilni izbiri obsega CAD modela; 
- pravilni izbiri optimizacijskega območja; 
- pravilnih nastavitvi omejitev volumna; 
- pravilni določitvi ciljne funkcije; 
- pravilnemu pristopu k rekonstrukciji predlagane optimalne oblike. 
 
Šele ob zgornjih dejstvih je lahko optimizacija pravilno izvedena. 
 
Čeprav je optimizacija zadnje statorske plošče izvedena šele v prilogi F, je smiselno podati 
komentar k rezultatom tudi te: Za njo velja enako kot za optimizacijo sprednje statorske 
plošče, le da je bila ta nadgrajena z zahtevnejšimi obremenitvenimi scenariji ter dodatno 
omejena z omejitvijo napetosti. Zaradi tega je predlagana optimalna oblika te natančnejša in 
rezultira v nižje napetosti, ki se v njej pojavijo, v primeru enake deformacije v radialni smeri 
(pomembno zaradi vpliva na zračno režo). 
 
Dodajmo, da je za končno potrditev oblike potrebna tudi statična kontrola obeh 
rekonstrukcij. Ta je za potrebe potrditve sprednje statorske plošče predstavljena v prilogi E 
in za potrebe zadnje v prilogi G. Obe analizi potrjujeta primernost oblike in posledično 
primernost optimizacijskega procesa na podlagi metod MKE in SIMP. Statična kontrola 
potrjuje, da v nobeni točki konstrukcije ni presežena meja plastičnosti (ob faktorju varnosti 
SF=1.7 za sprednjo in SF=2.1 za zadnjo statorsko ploščo) v nobenem obremenitvenem 
scenariju. Rezultati potrjujejo tudi to, da se zračna reža po optimizaciji v najbolj ekstremnih 
primerih ne deformira za več kot 15%. Omenjeno ustreza internim zahtevam podjetja 
Elaphe. 
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7. Zaključki 
V magistrski nalogi je bila najprej predstavljena teorija optimizacije, ki bralcu poda splošno 
sliko o tem, kaj ta panoga strukturnih analiz sploh je in za kaj je v praksi uporabna. Na njeni 
osnovi je bila nato predstavljena teorija optimizacije topologije. Ta je teoretično zelo 
kompleksna; njeno osnovo predstavlja MKE, ki je že tako sama po sebi matematično 
zahtevna metoda. Izračun napetostno-deformacijskega stanja po MKE tako uporabimo za 
vhodne podatke optimizacije. Ker imamo posledično numerični vpliv na obeh nivojih (MKE 
in optimizacijskem), so se v praksi pojavili dodatni algoritmi, ki poskušajo tako rekoč »z 
numeriko popravljati numeriko«. Zaradi tega kljub obširni predstavitvi teorije optimizacije 
topologije magistrska naloga niti približno ne zajame vsega, kar je potrebno za podrobno 
razumevanje ozadja delovanja aplikativnih algoritmov, kot je Tosca. S tem govorimo o 
matematični zasnovi zvezne spremenljivke, ki iz elementarne ravni preko oblike xi preide na 
zvezni nivo x itn. Zaradi tega kot nadaljnji ukrep, ki sledi iz te magistrske naloge, predlagamo 
podrobnejše spoznavanje teoretičnega ozadja optimizacije topologije. Dodatni razlog za 
omenjeno je šibka zastopanost te panoge v slovenskem prostoru, zato bi delo, ki bi podrobno 
opisovalo omenjeno ozadje, predstavljalo nov korak na tem področju. Dodajmo, da v 
slovenskem jeziku prav tako ne obstajajo dela, ki bi podrobno opisovala idejo optimizacije 
topologije s poudarkom na SIMP metodi, zato lahko rečemo, da že s to magistrsko nalogo 
naredimo preboj obravnavane tematike. 
 
Teorijo optimizacije smo nato uporabili za primerno razumevanje proces poteka 
optimizacije topologije preko programskega orodja Abaqus in optimizacijskega modula 
Tosca. Ker je bilo za potrebe razumevanja zajetna predstavitev teorije in ozadja 
aplikativnega dela (predstavitev IWM motorja), je del vsebine prestavljen v priloge E, F in 
G. Praktično sta bila torej analizirani dve statorski plošči, preko katerih smo prišli do 
sledečih zaključkov: 
- SIMP metoda s penetracijo materialnih lastnosti kot predlog optimalne oblike podaja 
variabilno območje, v katerem v skladu z estetskimi zahtevami, izkušnjami in 
omejitvami, ki jih v procesu optimizacije nismo upoštevali, rekonstruiramo predlagano 
optimalno obliko. S tem nudi SIMP razširjene možnosti uporabe in je zato aplikativno 
zelo priročna; 
- Rezultati v obliki predloga optimalnih oblih statorskih plošč predstavljajo smiselno 
obliko, ki sovpada z omenjenimi obremenitvenimi scenariji. Rekonstrukcija, ki je 
izvedena na podlagi predlagane optimalne oblike, je bila nato podvržena statični kontroli, 
ki je potrdila primernost oblike. S tem smo potrdili ustreznost izbrane metode ter 
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uspešnost optimizacije kot optimizacijskega procesa oblikovanja v procesu razvoja 
izdelka; 
- Z novo geometrijo smo omogočili zmanjšanje mase motorja in s tem izboljšali 
sposobnosti IWM motorja, kar je bil osnovni cilj magistrske naloge, ki je bila s tem 
namenom izvedena v sodelovanju s podjetjem Elaphe; 
- Z uspešno statično kontrolo rekonstrukcije predlagane oblike smo potrdili ustreznost 
obremenitvenih scenarijev. 
 
Celoten doprinos magistrske naloge se odraža, kot že omenjeno, v izboljšanju sposobnosti 
L1500 tipa IWM motorja, saj smo z optimizacijo statorskih plošč zmanjšali nevzmeteno 
maso motorja. Ta neposredno vpliva na obremenjenost motorja, zato njena redukcija znižuje 
napetostno-deformacijsko stanje in s tem omogoča večji amortizacijski prostor v razvoju 
drugih lastnosti motorja. Hkrati smo z magistrsko nalogo v slovenskem prostoru prvič 
natančno opredelili optimizacijo topologije s poudarkom na SIMP metodi. Ker področje 
analiz z razvojem strojne in programske opreme postaja zmeraj bolj aplikativno uporabno, 
predstavlja magistrska naloga mejnik, na katerega se bodo inženirji lahko oprli v primeru 
spoznavanja teorije, ki bo kasneje služila kot osnova njihovim praktičnim primerom. 
 
Kot omenjeno, se za nadaljnje delo predlaga natančnejše spoznavanje teorije optimizacije. 
Kljub temu da je v tem magistrskem delu teorija široko zajeta, še zmeraj obstaja velik del le 
te, ki ni bila predstavljena in jo algoritmi, integrirani v obstoječo programsko opremo, 
vsebujejo. Ker ta teorija (predvsem SIMP metoda) še ni bila obravnavana v slovenskem 
prostoru, je predlog o evidentiranju vsebine na mestu. Dodaten predlog je ponovitev 
optimizacije na drugih tipih IWM motorjev. Znotraj magistrske naloge smo omenili, da je 
L1500 tip sicer najmočnejši izmed vseh motorjev podjetja Elaphe, a obstajajo tudi drugi, ki 
so sicer šibkejši in lažji, toda tudi pri njih igra vpliv nevzmetene mase enako pomembno 
vlogo pri obremenjenosti motorja, tako da je smiselno izvesti optimizacijo topologije na 
statorskih ploščah in drugih komponentah teh motorjev.  
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9. Priloge 
9.1. Priloga A: Matematična notacija 
Teorija MKE in optimizacije topologije se nanaša na reševanje diferencialnih enačb in 
sistemov linearnih enačb v matrični obliki zapisa. Zaradi tega se oznake nekoliko razlikujejo 
od splošno uporabljenih. Da bi bil bral sposoben nemoteno spremljati vsebino magistrske 
naloge, ta priloga podaja osnovno razlago in definicijo oznak matrik, vektorjev, skalarjev in 
matematičnih operacij: 
 
A skalar    poševno tiskano 
f vektor ali množica  krepko tiskano 
[σ] matrika   krepko tiskano v oglatih oklepajih 
 
Ob tem so lahko simboli označeni z veliko ali malo črko latinskega (npr. A, c, E, itn.) ali 
grškega (npr. α, φ, Ψ itn.) izvora. Definirajmo nekaj primerov za jasnejšo predstavo. 
𝐴 = 5 mm2 (9.1) 
(a)  𝐟1 = {5 8 3} kN     𝑎𝑙𝑖     (b) 𝐟2 = {
5
8
3
}  kN (9.2) 
[𝐊] = [
3 7 8
7 5 2
8 2 6
]
kN
m
 (9.3) 
 
Enačbi (9.2) in (9.3) dvoumno definirata zapis vektorja, zato velja: V kolikor vektor ni 
eksplicitno definiran po enačbi (9.3 (b)), se njegova  oblika smatra kot tista, definirana enačbi 
(9.2 (a)), povezava pa je definirana preko enačbe (9.4). Primer eksplicitne definicije po 
enačbi (9.3 (b)) predstavlja definicija vektorja vozliščnih pomikov u v enačbi  (2.16). 
𝐟1
T = 𝐟2 (9.4) 
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9.2. Priloga B: Izpeljava matričnega zapisa integralske 
enačbe mehanskega stanja osno obremenjenega 
elementa 
Ta priloga služi bralcu kot pomoč in podpora za razumevanje sklopa enačb (2.6) do (2.14). 
Vsebina predstavlja izpeljavo za matriči zapis integralske enačbe statičnega mehanskega 
stanja osno obremenjenega konstrukcijskega elementa v primeru uporabe dvovozliščnega 
končnega elementa in linearnih interpolacijskih funkcij. [4] 
 
Osnovo predstavlja matematični model, definiran v enačbi (2.6); v prilogi je to enačba (9.5), 
ki jo v enačbi (9.6) pomnožimo s poljubno funkcijo v(x). Ker smo z v(x) pomnožili obe strani 
enačbe (0∙v(x) = 0), se enačaj ohrani. Nato integriramo po celotni dolžini končnega elementa 
L (enačba (9.7)). Ker smo integrirali obe strani enačbe, se enačaj ponovno ohrani. V enačbi 
(9.8) nato sledi razcepitev integrala na dva dela in prenos člena z n(x) na drugo stran enačaja.  
𝑑
𝑑𝑥
[𝐸𝐴(𝑥)
𝑑𝑢
𝑑𝑥
] + 𝑛(𝑥) = 0 (9.5) 
(
𝑑
𝑑𝑥
[𝐸𝐴(𝑥)
𝑑𝑢
𝑑𝑥
] + 𝑛(𝑥)) 𝑣(𝑥) = 0 (9.6) 
∫ (
𝑑
𝑑𝑥
[𝐸𝐴(𝑥)
𝑑𝑢
𝑑𝑥
] + 𝑛(𝑥))𝑣(𝑥)
𝐿
0
𝑑𝑥 = 0 (9.7) 
∫ (
𝑑
𝑑𝑥
[𝐸𝐴(𝑥)
𝑑𝑢
𝑑𝑥
]) 𝑣(𝑥)
𝐿
0
d𝑥 = −∫ 𝑛(𝑥)𝑣(𝑥)
𝐿
0
𝑑𝑥 (9.8) 
 
Enačba (9.8) predstavlja osnovno integralsko formulacijo robnega problema osno 
obremenjenega konstrukcijskega elementa. V kolikor jo želimo preoblikovati v šibko obliko, 
moramo izvesti perpartes, kar pomeni integriranje po delih. Zato uvedemo novi 
spremenljivki a in b. Velja: 
𝑑𝑎 =
𝑑
𝑑𝑥
[𝐸𝐴(𝑥)
𝑑𝑢
𝑑𝑥
] ;      𝑎 = ∫
𝑑
𝑑𝑥
[𝐸𝐴(𝑥)
𝑑𝑢
𝑑𝑥
] 𝑑𝑥 = 𝐸𝐴(𝑥)
𝑑𝑢
𝑑𝑥
 (9.9) 
𝑏 = 𝑣(𝑥)  ;      
𝑑𝑏
𝑑𝑥
=
𝑑𝑣(𝑥)
𝑑𝑥
    =>      𝑑𝑏 =
𝑑𝑣(𝑥)
𝑑𝑥
𝑑𝑥 (9.10) 
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Če upoštevamo formulacijo perpartesa, za katero velja: 
∫ 𝑏
𝐿
0
𝑑𝑎 = [𝑏𝑎]0
𝐿 −∫ 𝑎
𝐿
0
𝑑𝑏 (9.11) 
 
in upoštevamo a in b iz enačb (9.9) in (9.10), dobimo preko enačbe (9.8) naslednjo enačbo: 
[𝐸𝐴(𝑥)
𝑑𝑢
𝑑𝑥
𝑣(𝑥)]
0
𝐿
−∫ [𝐸𝐴(𝑥)
𝑑𝑢
𝑑𝑥
] [
𝑑𝑣(𝑥)
𝑑𝑥
]
𝐿
0
𝑑𝑥 = −∫ 𝑛(𝑥)𝑣(𝑥)
𝐿
0
𝑑𝑥 (9.12) 
 
V poglavju 2.2.1 smo že definirali vozliščno silo kot N(x) = EA(x)u'(x). V kolikor to vstavimo 
v enačbo (9.12) dobimo: 
∫ [𝐸𝐴(𝑥)
𝑑𝑢
𝑑𝑥
] [
𝑑𝑣(𝑥)
𝑑𝑥
]
𝐿
0
d𝑥 = 𝑁(𝐿)𝑣(𝐿) − 𝑁(0)𝑣(0) + ∫ 𝑛(𝑥)𝑣(𝑥)
𝐿
0
𝑑𝑥; 𝑢′(𝑥) =
d𝑢
d𝑥
 (9.13) 
 
Enačba (9.12) predstavlja šibko integralsko enačbo in je osnova MKE. V nadaljevanju ob 
uporabi dvovozliščnega končnega elementa aproksimiramo enačbo polja pomikov u(x) 
preko enačbe (9.13) sklicno na enačbo (2.10). V njo vstavimo linearni interpolacijski 
funkciji, ki so definirane v enačbi (9.14) in (9.15) sklicno na enačbi (2.11) in (2.12), čimer 
dobimo enolično definicijo aproksimativne enačbe za polje pomikov (enačba (9.16)): 
𝑢(𝑥) = 𝑈1𝛹1(𝑥) + 𝑈2𝛹2(𝑥) (9.14) 
𝛹1(𝑥 = 0) = 1  ,     𝛹1(𝑥 = 𝐿) = 0    =>        𝛹1(𝑥) = 1 − 𝑥/𝐿 (9.15) 
𝛹2(𝑥 = 0) = 0  ,     𝛹2(𝑥 = 𝐿) = 1    =>       𝛹2(𝑥) = 𝑥/𝐿 (9.16) 
𝑢(𝑥) = 𝑈1 (1 −
𝑥
𝐿
) + 𝑈2
𝑥
𝐿
  ;      
𝑑𝑢(𝑥)
𝑑𝑥
= −𝑈1
1
𝐿
+ 𝑈2
1
𝐿
 (9.17) 
Sledi uporaba Galarkinovega pristopa k definiciji poljubne funkcije v(x) sklicno na enačbo 
(2.13): 
𝑣(𝑥) = 𝛹𝑖(𝑥) (9.18) 
 
Na tem mestu moramo tako oblikovno funkcijo (enačba (9.18)) kot enačbo polja pomikov 
(enačba (9.17)) vstaviti v šibko integralsko formulacijo (9.12) za  vsako vozlišče ločeno. 
Pred tem za lažjo interpretacijo rezultatov predpostavimo konstantnost preseka 
(A=konst.≠A(x)). 
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VOZLIŠČE 1: v(x) = Ψ1(x) = 1 – x/L, od koder sledi dv(x)/dx = – 1/L; 
∫ 𝐸𝐴 [−𝑈1
1
𝐿
+ 𝑈2
1
𝐿
] (−
1
L
)
𝐿
0
𝑑𝑥 = 𝑁(𝐿) ∙ 0 − 𝑁(0) ∙ 1 + ∫ 𝑛(𝑥) (1 −
𝑥
𝐿
)
𝐿
0
d𝑥 (9.19) 
𝐸𝐴 [𝑈1∫ +
1
𝐿2
𝐿
0
𝑑𝑥 + 𝑈2∫ −
1
𝐿2
𝐿
0
𝑑𝑥] = −𝑁(0) + ∫ 𝑛(𝑥) (1 −
𝑥
𝐿
)
𝐿
0
d𝑥 (9.20) 
𝐸𝐴 [+
𝑈1
𝐿
−
𝑈2
𝐿
] = −𝑁(0) + ∫ 𝑛(𝑥) (1 −
𝑥
𝐿
)
𝐿
0
d𝑥 (9.21) 
 
VOZLIŠČE 2: v(x) = Ψ2(x) = x/L, od koder sledi dv(x)/dx = 1/L; 
∫ 𝐸𝐴 [−𝑈1
1
𝐿
+ 𝑈2
1
𝐿
] [+
1
L
]
𝐿
0
𝑑𝑥 = 𝑁(𝐿) ∙ 1 − 𝑁(0) ∙ 0 + ∫ 𝑛(𝑥)
𝑥
𝐿
𝐿
0
𝑑𝑥 (9.22) 
𝐸𝐴 [𝑈1∫ −
1
𝐿2
𝐿
0
𝑑𝑥 + 𝑈2∫ +
1
𝐿2
𝐿
0
𝑑𝑥] = 𝑁(𝐿) +∫ 𝑛(𝑥)
𝑥
𝐿
𝐿
0
𝑑𝑥 (9.23) 
𝐸𝐴 [−
𝑈1
𝐿
+
𝑈2
𝐿
] = 𝑁(𝐿) + ∫ 𝑛(𝑥)
𝑥
𝐿
𝐿
0
𝑑𝑥 (9.24) 
 
Če sedaj enačbi (9.21) in (9.24) združimo v matrični zapis, dobimo: 
𝐸𝐴
𝐿
[
1 −1
−1 1
] {
𝑈1
𝑈2
} = {
−𝑁(0)
𝑁(𝐿)
} +
{
 
 
 
 ∫ 𝑛(𝑥)(1 − 𝑥/𝐿)
𝐿
0
𝑑𝑥
∫ 𝑛(𝑥)(𝑥/𝐿)
𝐿
0
𝑑𝑥
}
 
 
 
 
 (9.25) 
 
Enačba (9.25) predstavlja matrični zapis integralske enačbe statičnega mehanskega 
stanja osno obremenjenega konstrukcijskega elementa. 
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9.3. Priloga C: Terminologija na področju optimiranja: 
seznam poslovenjenih in prevedenih izrazov 
Izraz, angl. Prevod, slo. 
  
PROCESSES PROCESI 
Conventional design process Konvencionalni proces oblikovanja 
Design process Proces oblikovanja 
Optimum conventional design process Konvencionalni proces oblikovanja strukture 
Optimum design process Optimizacijski proces oblikovanja, optimizacija 
Optimum structural design process Optimizacijski proces oblikovanja strukture 
Structural design process Proces oblikovanja strukture 
Structural optimization Optimizacija strukture 
  
TYPES OF OPTIMIZATION  VRSTE OPTIMIZACIJE 
Bead optimization Optimizacija za preoblikovanje 
Bi-directional evolutionary structural 
optimization 
Dvosmerna evolucijska optimizacija strukture 
Evolutionary structural optimization Evolucijska optimizacija strukture 
Shape optimization Optimizacija oblike 
Size optimization Optimizacija velikosti 
Topography optimization Optimizacija površine 
Topology optimization Optimizacija topologije 
  
DESIGNS & STRUCTURES OBLIKE & STRUKTURE 
Continuum structure Zvezna struktura 
Design structure Oblikovna struktura (struktura, ki jo oblikujemo) 
Design of the system Cenilna oblika sistema 
Discrete structure Diskretna struktura 
Feasible design Dopustna oblika (sprejemljiva znotraj omejitev) 
Optimum design Optimalna oblika 
Optimum design problem Optimizacijski problem 
Optimum structure Optimalna struktura 
Trial design Poskusna (cenilna) oblika 
Trial feasible design Poskusna dopustna oblika 
Trial optimum design Poskusna optimalna oblika 
  
CONSTRAINTS OMEJITVE 
Constraint Omejitev (optimizacijskega problema) 
Constraint function Omejitvena funkcija 
Critical constraint Kritična omejitev (ki ima največji vpliv na rešitev) 
Equality constraint Enakostna omejitev 
Implicit constraint Implicitna omejitev 
Inequality constraint Enostranska omejitev (ne-enakostna omejitev) 
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Restriction Omejitev (mehanskega problema) 
Tie constraint Vozliščna omejitev 
  
FUNCTIONS & VARIABLES FUNKCIJE & SPREMENLJIVKE 
Cost function Namenska minimum funkcija 
Design degrees of freedom Oblikovno število prostostnih stopenj 
Design space Optimizacijsko območje (kjer optimizacijski 
algoritem deluje; angl. tudi feasible design, 
feasible set, feasible region) 
Design response Odziv sistema (omejen z optimizacijskim 
območjem) 
Design variable Oblikovna spremenljivka (cenilka odziva sistema) 
Design variable vector Vektor oblikovnih spremenljivk 
Objective function Ciljna funkcija 
Multi-objective function Več-ciljna funkcija 
Profit function Namenska maksimum funkcija 
Search direction Smer iskanja 
Step size Velikost koraka 
  
OPTIMUM DESIGN PROBLEM OPTIMIZACIJSKI PROBLEM 
Problem statement Izjava o problemu 
Data and information collection Nabor podatkov in informacij 
Identification of design variables Identifikacija oblikovnih spremenljivk 
Identification of a criterion 
to be optimized 
Identifikacija kriterija optimizacije 
Identification of constraints Identifikacija omejitev 
Initial design estimation/definition Ocena/definicija začetne oblike 
  
TOPOLOGY OPTIMIZATION OPTIMIZACIJA TOPOLOGIJE 
Checkerboard pattern Pojav mrežne strukture (indirektni prevod) 
Element ratio removal Razmernik odstranitve elementov 
Evolutionary volume ratio Evolucijsko volumsko razmerje 
Inclusion ratio Vključitveno razmerje 
Lagrange multiplier Lagrange-jev multiplikator 
Normalized material property Normirana »vplivna« materialna lastnost 
(indirektni prevod) 
Penalty factor/exponent Kazen, kazenski faktor/koeficient/eksponent 
Rejection ratio Zavrnitveno razmerje 
Sensitivity number Številka občutljivosti, elementarna deformacijska 
energija 
Soft element Mehki element 
Solid element Poln element 
Strain energy Deformacijska energija 
The mean compliance Srednja skladnost, elementarna deformacijska 
energija 
Void element Prazen element 
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9.4. Priloga D: Definicija obremenitvenih scenarijev 
statične kontrole 
Ta priloga služi kot dodatek k definiciji obremenitvenih scenarijev, ki so predstavljeni v 
poglavju 4.7 in definira obremenitvene scenarije za statično kontrolo rekonstrukcije sprednje 
in zadnje statorske plošče. Statični kontroli sta izvedeni v prilogah E (statična kontrola 
rekonstrukcije sprednje statorske plošča) in G (statična kontrola rekonstrukcije zadnje 
statorske plošče). 
 
Obremenitveni scenariji statične kontrole predstavljajo nadgradnjo obremenitvenih 
scenarijev optimizacije. Kot smo omenili v uvodu poglavja 4.7, želimo s statično kontrolo 
preveriti vse, kar zahtevajo optimizacijski pogoji (preko obremenitvenih scenarijev 
optimizacije). Hkrati želimo preveriti tudi vse lokalne maksimalne napetosti, ki se pojavijo 
zaradi oblike kot posledica zareznih učinkov itn. Obremenitveni scenariji statične kontrole 
so tako skoraj povsem identični tistim, definiranim za potrebe optimizacije (v preglednicah 
4.4 in 4.5, poglavje 4.7.1). Razlika se pojavi izključno tam, kjer vključimo navor. Kakor je 
predstavljeno v poglavju 4.3 v preglednici 4.1, je v primeru konvencionalne vožnje preko 
ovire IWM motor vzbujen z določenimi pospeški (25g vertikalno, 30g horizontalno, 15g 
aksialno skladno sliko 4.8). Do kritičnega primera zaviranja lahko pride ravno v trenutku, 
ko zapeljemo preko ovire, zato je te scenarije potrebno združiti s pospeški konvencionalne 
vožnje preko ovire. 
 
Preglednica 9.1: Definicija obremenitvenih scenarijev statične kontrole zadnje statorske plošče. 
Obremenitveni 
scenarij 
Vertikalni 
pospešek 
Horizontalni 
pospešek 
Aksialni 
pospešek 
Tmax,rec 
g-vertikalni 50 g 0 0 0 
g-horizontalni 0 50 g 0 0 
g-aksialni 0 0 50 g 0 
T-rekuperacijski + 25 g 30 g 15 g 1600 Nm 
T-rekuperacijski – -25 g -30 g -15 g 1600 Nm 
 
 
Preglednica 9.2: Definicija obremenitvenih scenarijev statične kontrole zadnje statorske plošče. 
Obremenitveni 
scenarij 
Vertikalni 
pospešek 
Horizontalni 
pospešek 
Aksialni 
pospešek 
Tmax,rec Tmax,caliper Tmax,parking 
g-vertikalni 100 g 0 0 0 0 0 
g-horizontalni 0 100 g 0 0 0 0 
g-aksialni 0 0 100 g 0 0 0 
T-zavorni + + 25 g 30 g 15 g 1600 Nm 3000 Nm 0 
T-zavorni  – + 25 g 30 g 15 g -1600 Nm 3000 Nm 0 
T-zavorni + – -25 g -30 g -15 g 1600 Nm 3000 Nm 0 
T-zavorni  – – -25 g -30 g -15 g -1600 Nm 3000 Nm 0 
T-ročni + 25 g 30 g 15 g 0 0 1000 Nm 
T-ročni – -25 g -30 g -15 g 0 0 1000 Nm 
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V preglednici 9.1 in 9.2 predpostavimo delovanje pospeškov simultano bodisi v eno ali 
drugo stran (+/–) skladno s koordinatnim sistemom na sliki 4.8. S tem se kombinacije 
obremenitvenih scenarijev, ki vključujejo konvencionalno vožnjo preko ovire, podvojijo, saj 
zaradi istočasnega upoštevanja navorov in pospeškov napetostnega stanja v obe smeri ne 
moremo inverzno enačiti niti ob predpostavki izotropnosti materiala. 
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9.5. Priloga E: Statična kontrola rekonstrukcije 
predlagane optimalne oblike sprednje statorske 
plošče 
Priloga E bralcu predstavi statično kontrolo, ki je bila izvedena za potrditev primernosti 
rekonstrukcije predloga optimalne oblike sprednje statorske plošče po optimizaciji njene 
topologije. Bralca najprej preusmerimo na poglavje 5.2.2.8, kjer je rekonstrukcija 
predstavljena in prikazana. Poudarimo, da je validacija rekonstrukcije bistvenega pomena, 
saj šele tedaj lahko z zadovoljivo veliko verjetnostjo trdimo, da je oblika primerna za 
prenašanje vseh obremenitev in/ali obremenitvenih scenarijev, ki smo jih predpostavili v 
procesu razvoja izdelka. 
 
 
9.5.1. Snovanje MKE modela 
Za analizo napetostno-deformacijskega stanja statične kontrole je bil za razliko od 
optimizacijskega (na sliki 5.3) definiran več-komponentni CAD model, ki je predstavljen na 
sliki 9.1. Zakaj je temu tako? Za potrebe natančne določitve napetostno deformacijskega 
polja je potrebno v statični kontroli upoštevati tudi napetosti, ki se pojavijo pri sestavljanju. 
V tem primeru govorimo o prednapetju vijakov, ki v okolici lukenj na statorski plošči 
povzročijo lokalne napetosti (podoben vpliv ima krčni nased, zagozda itn.). Ker so bila ta 
polja v procesu optimizacije izvzeta iz optimizacijskega območja, prednapetja tam ni bilo 
potrebno upoštevati. 
 
Mreža končnih elementov je bila vzpostavljena izključno iz heksaedrov z linearno 
interpolacijsko shemo (prav tako prikazano na sliki 13.1), ki jih je v modelu 88292 ob 
111803 številu vozlišč. S tem je število vseh elementov manjše kot v primeru optimizacije 
(125275), a ker je mreža iz heksaedrov, ki jih za enako natančen rezultat v primerjavi s 
tetraedri potrebujemo mnogo manj, je mreža na sliki 9.1 zadovoljivo gosta. 
 
Sklicno na sliko 9.1 dodajmo, da je vpetje dodano na poenostavljeno roko podvozja v obliki 
odvzema vseh prostostnih stopenj. Na njo je pritrjena statorska plošča preko vijačnih zvez. 
Stik med komponentama je numerično zagotovljen na vozliščni ravni preko ukaza angl. tie 
constraint. To pomeni, da se vozlišča končnih elementov posameznih komponent, ki se 
nahajajo znotraj maksimalne predpisane medsebojne razdalje (ponavadi 1 mm ali manj) 
povežejo preko vseh prostostnih stopenj; vozliščne vrednosti pomikov in deformacij so 
zmeraj enake. Enako velja za povezave statorske plošče z aproksimativno geometrijo 
vijačnih povezav s statorskim ohišjem. 
 
Vse obremenitve so definirane na enak način kot v primeru optimizacije sprednje statorske 
plošče (pojasnjeno v poglavju 5.2.1.3 in na sliki 5.6). To je v obliki sil in navorov ter 
aplicirane v masno središče ter povezano s statorsko ploščo preko kinematične povezave. 
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Največja razlika je predvsem v obremenitvenih scenarijih, ki so za potrebe analize statične 
kontrole definirani v prilogi D, v preglednici 9.1. Razlogi za razliko z obremenitvenimi 
scenariji optimizacije so predstavljeni v poglavju 4.7. 
 
 
 
Slika 9.1: Prikaz (a) CAD modela, (b) mreže in (c) (d) prednapetja vijakov sprednje statorske 
plošče (za statično kontrolo). 
 
 
9.5.2. Prikaz rezultatov statične kontrole in njihova 
interpretacija 
V sklopu izvajanja magistrske naloge so bili analizirani vsi obremenitveni scenariji  statične 
kontrole (predstavljeni v prilogi D, v preglednici 9.1). Preverjene so bile največje napetosti 
in deformacije, ki se v statorski plošči pojavijo. V nadaljevanju so za potrebe potrditve 
rekonstrukcije prikazni izključno tisti rezultati, v katerih so se pojavila najbolj kritična 
stanja, ki jih je potrebno analizirati za potrditev rekonstrukcije predlagane optimalne oblike. 
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Obravnavani so bili sledeči primeri: 
- Obremenitveni scenarij prednapetja (slika 9.2): Podaja osnovno napetostno- 
deformacijsko stanje, ki se vzpostavi zaradi privitja vijakov s predpisanim navorom; 
napetostno-deformacijska stanja vseh obremenitvenih scenarijev so izračunana v dveh 
korakih in sicer: Prvi korak predstavlja napetostno-deformacijsko stanje zaradi 
prednapetja, drug nato na osnovi tega stanja upošteva dodatno obremenitve 
obremenitvenih scenarijev, ki rezultirajo v končna napetostno-deformacijsko stanje; 
- »g-aksialni« obremenitveni scenarij (sliki 9.3 in 9.4): Scenarij rezultira v največje 
napetosti. Zraven Von Misesovih primerjalnih napetosti so prikazane tudi normalne in 
strižne napetosti, ki se pojavijo; 
- »g-vertikalni« obremenitveni scenarij (slika 9.5): Scenarij, v katerem se pojavijo 
največje radialne deformacije (ki vplivajo na stabilnost zračne reže). 
 
Omenimo še materialne lastnosti: Kot že poudarjeno, sta obe statorski plošči, ki sta tema te 
magistrske naloge, predvideni za izdelani s strojno obdelavo vlečene plošče aluminija 6082 
T6 z materialnimi lastnostmi (iz preglednice 4.3) Re=299.5 MPa in Rp0.2=301.3 MPa, na 
katere se je potrebno sklicevati v primeru pravilne interpretacije rezultatov. 
 
 
 
Slika 9.2: Prikaz Von Misesovih primerjalnih napetosti [MPa] obremenitveni scenarij prednapetja. 
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Slika 9.3: Prikaz Von Misesovih primerjalnih napetosti [MPa] »g-aksialnega« obremenitvenega 
scenarija. 
 
 
 
Slika 9.4: Prikaz normalnih in strižnih napetosti [MPa] »g-aksialnega« obremenitvenega scenarija. 
Priloge 
 
P-13 
Komentar k slikam 9.2 do 9.4: Napetostni zaradi prednapetja dosežejo vrednosti do 236 
MPa (slika 9.2), ki se v primeru »g-aksialne« obremenitvenega scenarija še nekoliko 
dvignejo na 244 MPa (slika 9.3). Če zanemarimo napetosti v bližnji okolici vijačnih zvez, 
se maksimalne vrednosti na optimiziranih krakih gibljejo okrog 180 MPa (slika 9.3), kar je 
sprejemljivo (varnostni faktor 1.7). V kolikor nas zanima narava napetosti, lahko iz slike 9.4 
hitro zaključimo, da glavnino napetosti predstavljajo normalne napetosti. Te so v okolici 
vijačnih zvez izrazito tlačne, drugod pa se lokalno zelo spreminjajo. Kot zanimivost dodajmo 
ugotovitev, da je aksialni obremenitveni scenarij primer, v katerem se sprednja statorska 
plošča najbolj upogne (kar indicira strig, razvidno iz slike 9.3 (desno spodaj)), kljub temu pa 
še zmeraj prevladujejo normalne napetosti. 
 
Zaključimo lahko, da prednapetje predstavlja najbolj kritično obremenitev in rezultira v 
največje napetosti (slika 9.2), na katere z optimizacijo žal ne moremo vplivati, saj smo 
območja okrog vijačnih zvez že predhodno izvzeli iz optimizacijskega območja in s tem 
predlagali robustno strukturo na mestu končnih povezav. Ob tem bi se bralec lahko vprašal, 
zakaj je optimizacija na obravnavanem primeru sploh smiselna, pri čemer bi mu odgovorili, 
da je drug pomemben faktor deformacija (optimiziramo na deformacijsko energijo in ne na 
napetosti), ki v primeru dobre optimizacije  sorazmerno malo poveča deformacijo v radialni 
smeri in zato redukcija oblike igra mnogo pomembnejšo vlogo pri izboljšanju sposobnosti 
motorja. Radialna deformacija je predstavljena na primeru »g-vertikalnega« obreme-
nitvenega scenarija na sliki 9.5. 
 
 
 
Slika 9.5: Prikaz radialnih deformacij [mm] »g-vertikalnega« obremenitvenega scenarija. 
 
Slika 9.5 prikazuje deformacijski odziv statorske plošče, ki rezultira v zvijanje v aksialni 
smeri (vidno levo spodaj). To je povsem smiselno, saj smo namensko definirali le polovičen 
vpliv »g-aksialnega« obremenitvenega scenarija na ciljno funkcijo C v primerjavi z ostalimi 
obremenitvenimi scenariji. S tem smo pošibili aksialno togost statorske plošče, kar je 
dodatno pojasnjeno v poglavjih 4.5 in 4.7.1. Obenem vidimo, da se statorska plošča v 
radialni smeri deformira maksimalno za 0.11 mm, kar predstavlja 14% minimalne zračne 
reže L1500 tipa IWM motorja (ki je enaka 0.78 mm, definirano v poglavju 4.5). 
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S tem smo s statično kontrolo pridobili dva kvantitativna podatka, ki karakterizirata kvaliteto 
optimizacije topologije statorske plošče. To sta: 
- SR=14% (sprememba minimalne teoretične zračne reže v odstotkih) je deformacijski 
kvalitativni podatek; 
- SF=1.7 (varnostni faktor (angl. safety factor) kot razmerje maksimalne napetosti v 
materialu in meje tečenja) je napetostni kvalitativni podatek. 
 
Zaključimo lahko, da sta vrednosti 14% in 1.7 znotraj zahtev, ki so bile postavljene iz strani 
podjetja Elaphe, kar nakazuje na uspešnost optimizacije topologije sprednje statorske plošče. 
Na enak način je karakterizirana tudi kvaliteta topološke optimizacije zadnje statorske plošče 
preko njene statične kontrole, ki je izvedena v prilogi G. 
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9.6. Priloga F: Optimizacija topologije zadnje statorske 
plošče 
Priloga F predstavlja drug praktičen primer, ki je bil analiziran v sklopu magistrskega dela. 
Obravnava optimizacijo topologije zadnje statorske plošče, ki je bila predstavljena skozi 
poglavje 4. Predstavlja kompleksno optimizacijo, ki je nadgradnja optimizacije sprednje 
statorske plošče v poglavju 5.2. Proces snovanja, potek procesa optimizacije, interpretacija 
rezultatov in rekonstrukcija predlagane optimalne oblike so popolnoma v skladu  z opisanimi 
postopki v analizi sprednje statorske plošče. Znotraj tega poglavja so zato predstavljene 
razlike, ki so v glavnem nadgradnje sprednje statorske plošče ali opisujejo razlike od le te. 
Bralcu zato priporočamo sledenjem sklicem na podpoglavja poglavja 5.2, ki pojasnjujejo 
ozadje. 
 
 
9.6.1. Snovanje MKE modela 
Snovanje MKE modela sledi korakom, kot so definirani v alinejah poglavja 5.1 in v skladu 
s podpoglavji poglavja 5.2.1. 
 
 
9.6.1.1. Določitev primernega CAD modela in definicija materialnih 
lastnosti 
Uporabljen je bil več-komponentni CAD model, ki je prikazan na sliki 9.6. Povezave s 
statorskim ohišjem (v obliki 8. vijačnih zvez) in povezave z roko podvozja ter ležajem (preko 
4. vijačnih zvez) so izvedene na enak način kot pri sprednji statorski plošči (prikazano na 
sliki 5.3). Nadgradnje v primerjavi s sprednjo statorsko ploščo so: 
- Integracija poenostavljene geometrije roke podvozja; 
- Integracija poenostavljene geometrije ležaja; 
- Integracija poenostavljenih vijakov; 
- Čelni izvlek statorske plošče za pritrditev zavorne čeljusti in dodatne povezave na roko 
podvozja; 
- Statorska plošča ni ravninska. 
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Slika 9.6: Prikaz CAD modela (za optimizacijo) zadnje statorske plošče. 
 
Materialne lastnosti komponent so določene v skladu s preglednico 4.3 in sicer: 
- Statorska plošča: Aluminij 6082 T6; 
- Roka podvozja: Aluminij AlMgSi7; 
- Ležaj: Jeklo 1.3505 B1 (100Cr6); 
- Vijaki: Jeklo 1.0503 (C45). 
 
Dodajmo, da imamo zaradi dodatnih povezav statorske plošče z roko podvozja in zavorno 
čeljustjo statično predoločen sistem, ki lahko kmalu rezultira v velike lokalne napetosti, zato 
v nadaljevanju napetostnih omejitev ne smemo zanemariti (kot smo to storili v primeru 
sprednje statorske plošče v poglavju 5.2.2.5). Vse omenjene konstrukcijske omejitve in 
posebnosti so predstavljene v poglavju 4.4.1. 
 
 
9.6.1.2. Vzpostavitev mreže končnih elementov 
Mreža končnih elementov (na sliki 9.7) sledi načelom, predstavljenim v poglavju 5.2.1.2. 
Tipi elementov na sliki 9.7 barvno sovpadajo s tistimi, definiranimi na sliki 5.4 (bela 
območja: heksaedri z linearno interpolacijsko shemo; rdeča območja: tetraedri s kvadratno 
interpolacijsko shemo; zelena območja: tetraedri z linearno interpolacijsko shemo).  
 
Karakteristični podatki mreže so: 
- Št. heksaedrov z linearno interpolacijsko shemo: 90924; 
- Št. tetraedrov z linearno interpolacijsko shemo: 8102; 
- Št. tetraedrov s kvadratno interpolacijsko shemo: 79163; 
- Št. vseh vozlišč: 238370; 
- Št. vseh KE: 178189. 
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Slika 9.7: Prikaz mreže končnih elementov na analiziranem sestavu. 
 
Dodajmo, da je zaradi kompleksnejše geometrije zadnja statorska plošča pomrežena z dvema 
tipoma končnih elementov (kakor prikazuje slika 9.7), kar sicer zniža stabilnost elementarne 
deformacijske energije po prostoru (kakor je predstavljeno v poglavju 5.2.2.1), a bistveno 
ne vpliva na potek procesa optimizacije. 
 
 
9.6.1.3. Definicija robnih pogojev in pogojev konsistentnega prehoda 
V skladu s pojasnitvijo v alinejah poglavja 5.1 in predstavitvijo v poglavju 5.2.1.3 so bili RP 
in PKP vzpostavljeni na sledeče načine: 
- Vpetje: Odvzem vseh prostostnih stopenj; zaradi razširjenosti na sestav je vpetje 
aplicirano na roki podvozja, kakor prikazuje slika 9.8 (levo); 
- Integracija nevzmetene mase je bila izvedena na enak način kot v primeru sprednje 
statorske plošče (pojasnjeno v poglavju 5.2.1.3 in prikazano na sliki 5.6); 
- Vse obremenitve so prav tako podane na enak način kot v primeru sprednje statorske 
plošče (ponovno pojasnjeno v poglavju 5.2.1.3). To je v obliki sil in navorov, apliciranih 
v masno središče, ki je definirano s točko RP-1. Vrednosti sil in navorov sovpadajo z 
vrednostmi obremenitvenih scenarijev zadnje statorske plošče, ki so predstavljeni v 
preglednici 4.5. 
- Nadgradnja glede na sprednjo statorsko ploščo: Aplikacija maksimalnih zavornih 
navorov disk zavornega sistema Tmax,caliper in ročnega zaviranja Tmax,parking (predstavljena 
v poglavju 4.4.2). Tudi njune magnitude so definirane v preglednici 4.5. Navora sta 
aplicirana v obliki sil, ki prijemajo v dejanskem kontaktu obeh mehanskih sistemov in 
zato skladno z ročico tvorijo predpisane navore. Na statorsko ploščo sta pripeta v obliki 
kinematične povezave (predstavljena v poglavju 4.4.2), kakor prikazuje slika 9.8 
(sredinski in desni pogled); 
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Slika 9.8: Prikaz (a) vpetja ter kinematične povezave do prijemališča (b) disk zavornega sistema in 
(c) zavorne čeljusti. 
 
Dodajmo še pogoje konsistentnega prehoda. Vse komponente sestava so medsebojno 
povezane preko vozliščnih povezav/omejitev (angl. tie constraint). To pomeni, da se 
vozlišča končnih elementov posameznih komponent, ki se nahajajo znotraj maksimalne 
predpisane medsebojne razdalje (ponavadi 1 mm ali manj) povežejo preko vseh prostostnih 
stopenj; vozliščne vrednosti pomikov in deformacij so zmeraj enake. 
 
Skladno s sliko 5.7 in razlago v poglavju 5.2.1.3 (zadnji odstavek) dodajmo sliko 9.9, na 
kateri so znotraj Abaqusa tabelirani vsi obremenitveni scenariji sprednje statorske plošče (ki 
so že definirani v preglednici 4.5): 
 
 
 
Slika 9.9: Tabelirani obremenitveni scenariji optimizacije sprednje statorske plošče 
 
 
9.6.2. Snovanje optimizacijskega procesa 
Snovanje optimizacijskega procesa sledi korakom, kot so definirani v alinejah poglavja 5.1 
in v skladu s podpoglavji poglavja 5.2.2. 
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9.6.2.1. Ocena/definicija optimizacijskega območja 
Opredelitev optimizacijskega območja zadnje statorske plošče  je ponovno v skladu z 
opredelitvijo optimizacijskega območja sprednje (poglavje 5.2.2.1). To pomeni, da 
izvzamemo območja konstrukcijskih omejitev v okolici vijačnih zvez in jedra plošče. 
Poudarimo, da je optimizacijsko območje seveda izključno podmnožica statorske plošče, 
čeprav CAD model sestoji iz večih komponent. 
 
 
 
Slika 9.10: Prikaz optimizacijskega območja sprednje statorske plošče. 
 
9.6.2.2. Izbira optimizacijske metode in opredelitev njenih nastavitev 
Za optimizacijo je bila izbrana SIMP optimizacijska metoda. Interpretacija nastavitev je v 
skladu z interpretacijo nastavitev optimizacije sprednje statorske plošče, zato bralcu na tem 
mestu predlagamo ponoven pregled poglavja 5.2.2.2 s poudarkom na sliki 5.9, kjer so vsi 
nastavljeni parametri eksplicitno določeni. Večina teh (eksplicitnih vrednosti parametrov) je 
identična vrednostim sprednje statorske plošče. Razlikuje se le ena in sicer: 
- Začetna vrednost oblikovne spremenljivke xi (angl. Initial density): V primeru sprednje 
statorske plošče smo jo nastavili na 0.1 v skladu z s ciljnim volumnom (opisano v 
poglavju 5.2.2.2), sedaj pa jo nastavimo na 0.001, kar pomeni, da bo v prvi iteraciji 
relativni volumen Vj/V padel na 0.001 (kar je lepo razvidno iz poteka procesa optimizacije 
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v poglavju 9.6.2.6, na sliki 9.12), nato pa se bo vrednost oblikovnih spremenljivk višala 
(in posledično tudi volumen cenilne oblike). S tem opredelimo proces optimizacije kot 
gradnjo optimizacijskega območja, saj začnemo praktično iz nič. 
 
 
9.6.2.3. Identifikacija oblikovnih spremenljivk 
Identifikacija oblikovnih spremenljivk je identična identifikaciji v poglavju 5.2.2.3, kjer je 
predstavljen t. i. odziv sistema (angl. design response), ki je pomemben za nadaljevanje. 
 
 
9.6.2.4. Identifikacija kriterija optimizacije 
Tudi identifikacija kriterija optimizacije je izvedena na enak način kot v primeru sprednje 
statorske plošče (v poglavju 5.2.2.4). Kakor je predstavljeno na sliki 5.10, tudi tukaj najprej 
definiramo odzive sistema v obliki obremenitvenih scenarijev, katerih deformacijske 
energije združimo preko enačbe (3.41) in tako dobimo globalno deformacijsko energijo SE. 
Identifikaciji se razlikujeta izključno v tem, da je globalna SE v primeru optimizacije zadnje 
statorske plošče skupek 7. obremenitvenih scenarijev (ki so predstavljeni na sliki 14.4 in 
definirani v preglednici 4.5), v primeru sprednje pa 4. obremenitvenih scenarijev (ki so 
predstavljeni na sliki 5.7 in definirani v preglednici 4.4). Razlog razlike je v direktni montaži 
zavornih sistemov na statorsko ploščo, kakor pojasni poglavje 4.4.1. Vseh sedem 
obremenitvenih scenarijev zadnje statorske plošče je hkrati vidnih na sliki 9.11 (levo) v 
strukturnem drevesu »Optimizacija_zadnje_statorske_plošče«. 
 
Tudi kriterij optimizacije je identificiran na globalni in elementarni ravni z istimi vrednostmi 
τ in τke (τ=0.1% in τke=0.5%), kakor je predstavljeno v poglavju 5.2.2.4 
 
 
9.6.2.5. Identifikacija omejitev optimizacije s poudarkom na omejitvi 
napetosti 
Optimizacija zadnje statorske plošče vsebuje vse omejitve optimizacije sprednje statorske 
plošče, ki so predstavljene v poglavju 5.2.2.5 in na sliki 5.11. To so: 
- Ciljni volumen Vc: Ker imamo na hrbtišču statorske plošče čelni izvlek (prikazano na 
sliki 9.6), kjer želimo ohraniti več materiala, hkrati pa je zadnja plošča zaradi dodatnega 
vpliva disk zavornega sistema in ročne zavore bolj obremenjena (zaradi česar ponovno 
želimo nekoliko več materiala v predlagani optimalni obliki), zvišamo vrednost Vc/V na 
0.15 (ciljni volumen naj znaša 15% začetnega); 
- Zahteva po minimalni debelini: V primeru sprednje statorske plošče znaša 5 mm, tukaj 
jo nastavimo na 3.5 mm. Razlog je v ne-ravninski obliki  geometrije zadnje statorske 
plošče, zaradi česar želimo večjo fleksibilnost; 
- Zahteva po izvleku iz orodja: Ohranimo naklonski kot 0°, delilno ravnino pa 
premaknemo v sredino zadnje statorske plošče v skladu z njeno geometrijo, kakor 
prikazuje slika 9.6. Smer izvleka je pravokotna na delilno ravnino. 
 
V prvi alineji tega poglavja smo omenili, da je zadnja statorska plošča bolj obremenjena 
zaradi dodatnega vpliva disk zavornega sistema in ročne zavore, kar je podrobno 
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predstavljeno v poglavju 4.4.1 (predstavitev razlik med sprednjo in zadnjo statorsko ploščo). 
Zaradi tega je potrebno skozi optimizacijo spremljati napetostni, ki se v materialu pojavijo, 
in jih po potrebi omejiti. V skladu s tem dejstvom optimizacija topologije zadnje statorske 
plošče vsebuje omejitev napetosti. Te sicer teoretično v magistrski nalogi ne obravnavamo, 
zato jo opredelimo besedno: 
 
Noben KE element v materialu ne sme v primeru kateregakoli napetostnega stanja v 
končni iteraciji, ki podaja predlagano optimalno obliko, presegati maksimalne 
dopustne predpisane vrednosti napetosti. 
 
S tem dopustimo, da v predhodnih iteracijah napetosti presežejo maksimalno vrednost, s 
čimer definiramo nedopustno cenilno obliko, ki načeloma ni podvržena kriteriju 
optimizacije. To smo omenili že v poglavju 3.3.1.3 (tretja alineja), kjer smo povedali, da 
sicer nedopustne cenilne oblike predstavljajo notranje iteracije, a da »obstajajo metode, ki 
»dopuščajo« nedopustno vmesno rešitev in v tem primeru podajo visoko t. i. kazen. Ena 
izmed takih metod je tudi SIMP, katere skupno število vseh iteracij je vsota vseh dopustnih 
in nedopustnih oblik. Ravno zaradi tega je dovoljeno na začetku predpisati nizke vrednosti 
oblikovnih spremenljivk, zaradi katerih na začetku sicer napetosti močno presežejo 
dopustne, a se skozi iteracije ob večanju vrednosti modula elastičnosti in posledično togosti 
sistema znižajo in padejo v dopustna območja. Omenjenemu načinu razvoja cenilne oblike 
je podvržena zadnja statorska plošča, kar bomo videli iz prikaza poteka procesa optimizacije 
v poglavju 9.6.2.6 na slikah 9.12 in 9.13. 
 
 
 
Slika 9.11: Definicija omejitve napetosti. 
 
Napetostno omejitev nastavimo v skladu z večosnim napetostnim kriterijem po Von Misesu, 
ki je definiran s kritično mejo tečenja [23][24]. To je trenutno edina obstoječa možnost, ki 
jo Abaqus in Tosca nudita (angl. Scaled centroidal Mises, slika 9.11 (desno zgoraj)) [19]. 
Način integracije omejitve napetosti je predstavljen na omenjeni sliki 9.11, kjer vidimo, da 
omejitev ponovno definiramo preko odziva sistema; »MISES_max« nam tako predstavlja 
nabor vseh maksimalnih vrednosti (angl. Maximum values, slika 9.11 (desno spodaj)) 
napetosti 3D napetostno-deformacijskega stanja; po eno za vsak obremenitveni scenarij. 
Vrednosti teh v odvisnosti od iteracije (za vsak obremenitveni scenarij ločeno) so 
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predstavljene v predstavitvi poteka procesa optimizacije (poglavje 9.6.2.6) na sliki 9.13, 
skupno pa na sliki 9.12. 
 
»MISES_max« torej predstavlja vektor s 6. vrednostmi napetosti. Te so nato v vsaki iteraciji 
optimizacije podvržene omejitveni neenačbi, ki je teoretično definirana v enačbi (3.8). V 
skladu z njo velja: 
𝑔𝑓𝑘
(𝐱) = 𝑚𝑎𝑥 (𝜎Mises,𝑘(𝑥)) − 𝜎dop ≤ 0 (9.26) 
  
Pri čemer k predstavlja zaporedni obremenitveni scenarij, x pa definira zvezno oblikovno 
spremenljivko po celem definicijskem območju. σdop predstavlja mejno napetost, ki v 
predlagani optimalni obliki sistema ne sme biti presežena v nobenem obremenitvenem 
scenariju. Ta vrednost je za obravnavano statorsko ploščo enaka: 
𝜎dop = 110 MPa (9.27) 
 
s čimer smo močno na varni strani (varnostni faktor 2.7 v primeru aluminija 6082 T6). 
Razlog za tako veliko varnost je v tem, da imamo pri statični kontroli kmalu nekoliko višje 
napetosti zaradi ostrih robov (pojav zareznega učinka itn.), ki v primeru optimizacije 
izginejo; ta (optimizacija) namreč gladi robove skladno z napetostno distribucijo in niža 
napetostno-deformacijsko stanje, kar je med drugim seveda njen cilj. V primeru končne 
konstrukcije želimo varnostni faktor vsaj 2, ki je lahko kaj kmalu manjši, v kolikor napetosti 
nekoliko zrastejo. 
 
 
9.6.2.6. Potek procesa optimizacije 
V poglavjih 9.6.1.1 do 9.6.2.5 smo definirali vse potrebne vhodne podatke za izvedbo 
procesa optimizacije, na podlagi katerih je bila ta izvedena. Preden potek te interpretiramo, 
poudarimo, da v skladu s poglavjem 5.2.2.6 velja: 
- Skozi iteracije opazujemo normiran volumna Vi. Ta je normiran tako na vrednost 
oblikovne spremenljivke kot na izhodiščno vrednost volumna optimizacijskega območja; 
- Z j označimo zaporedno iteracijo; 
- Bralcu pred pregledom nadaljevanja svetujemo pregled poglavja 3.5.4.5, kjer je 
predstavljena praktična interpretacija SIMP metod, ki služi kot osnova za razumevanje 
nadaljevanja. 
 
Potek procesa je predstavljen na slikah 9.12 do 9.14. Vsaka slika je dopolnjena s kratkim 
dopisom. Na koncu poglavja strjen opis podaja skupno interpretacijo poteka procesa iz 
omenjenih slik. 
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Slika 9.12: Potek procesa optimizacije topologije zadnje statorske plošče. 
 
Dopis k sliki 9.12: Slika 9.12 predstavlja potek procesa optimizacije topologije zadnje 
statorske plošče in skladno z njo velja: 
- (a) graf: Prikaz celotnega poteka vseh kvantitativnih parametrov, ki karakterizirajo potek 
procesa; to so vrednosti SE (rdeča krivulja), Vc/V (vijolična krivulja) (ordinati levo od 
grafa) in σMises,k, (ordinate desno od grafa), ki v skladu z enačbo (9.26) predstavljajo 
maksimalne Von Misesove primerjalne napetosti obremenitvenih scenarijev, pri čemer 
za obstoječo optimizacijo velja k=1, 2,… 6; 
- (b) graf: Prikaz poteka z večjo skalo na ordinati, kjer je zraven boljšega poteka σMises,k 
moč videti potek ciljne funkcije SE (rdeča krivulja). Skala ni enotna, temveč sovpada s 
tisto iz (a) grafa, pri čemer je ordinata normirana v skladu s povečavo); 
- (c) graf: Prikaz poteka s še večjo skalo na ordinati, kjer je moč dobro videti potek 
maksimalnih napetosti posameznih obremenitvenih scenarijev (skala na ordinati je  
ponovno normirana v skladu s povečavo na pram (a) grafa); 
(a) graf 
(b) graf 
(c) graf 
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Slika 9.13: Prikaz (levo) poteka maksimalnih Von Misesovih primerjalnih napetosti po 
obremenitvenih primerih skozi iteracije in (b) napetostna polje na predlagani optimalni obliki. 
 
Dopis k sliki 9.13: Slika 9.13 prikazuje potek maksimalnih Von Misesovih primerjalnih 
napetosti za vsak obremenitveni scenarij ločeno. Na desni strani prikazane slike 
predstavljajo Von Misesove primerjalne napetosti, ki se pojavijo v predlagano optimalni 
obliki, pri čemer za prikaz končnih elementov velja MAT_PROP_N>0.25. Skala na slikah 
je postavljena tako, da rdeča vrednost predstavlja σmax, temno modra 0 MPa, ostale vrednosti 
napetosti pa so vmesno interpolirane. 
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Slika 9.14: Prikaz cenilnih oblik v iteracijah 2, 3, 5, 10, 20, 33, 47, 61 po vrstnem redu.  
 
Dopis k sliki 9.14: Slika 9.14 prikazuje razvoj cenilnih oblik po iteracijah. Meja 
MAT>PROP_N je tudi tukaj nastavljena na 0.25, kar je razlog, da je večino temnomodrih 
barv izvzetih; te zavzemajo skoraj celotno prazno območje na cenilnih oblikah, kjer manjka 
večino materiala. V prikazu rezultatov optimizacije (poglavje 9.6.2.7) so na prikazu 
predlagane cenilne oblike dodani tudi pogledi z različno postavljenimi mejami 
MAT_PROP_N, kjer lahko bralec lažje interpretirana pomen te nastavitve, zato ga sklicno 
usmerimo na sliki 9.16. 
 
Interpretacija poteka procesa optimizacije zadnje statorske plošče: Iz slike 9.12 lahko 
razberemo, da so konvergenčni kriteriji in omejitve izpolnjene po 61 iteracijah. Tedaj se 
optimizacija ustavi in poda predlagano optimalno obliko, ki je prikazana na sliki 9.14 (desno  
spodaj, j=61) in analizirana v poglavju 9.6.2.7 . 
 
Na sliki 9.12 lahko zraven poteka razvoja cenilnih oblik razberemo, da v skladu z začetno 
predpostavljeno vrednostjo oblikovne spremenljivke xi,j=0,opt=0.001 optimizacija na začetku 
res odvzame skoraj ves material, ki ga potem postopoma dodaja in s tem cenilno obliko gradi 
iz nič. Tukaj zaradi kompleksnejšega sistema za okvirno vzpostavitev/formulacijo glavnih 
napetostno-deformacijskih smernic potrebujemo nekaj več iteracij kot v primeru 
optimizacije sprednje statorske plošče (slika 5.13, j=10). Težko namreč rečemo, da do 
okvirno vzpostavitve pride pred iteracijo j=33. 
 
Dodajmo, da je omenjen začetni »odvzem« materiala preko xi,j=0,opt=0.001 lepo razviden iz 
slike 9.12 ((a) graf), kjer volumen najprej sunkovito pade proti nič in nato začne naraščati 
(vijolična krivulja).  
 
Ovrednotimo potek maksimalnih napetosti: Iz slike 9.12 ((a) graf) je očitno, da te v prvih 
nekaj iteracijah zavzamejo nerealno velike vrednosti, kakor smo že omenili v prejšnjem 
poglavju. To je zaradi xi,j=0,opt=0.001 (zmanjšane začetne vrednosti oblikovne 
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spremenljivke), zaradi česar se 1000x zmanjša tudi modul elastičnosti E in optimizacija 
sorazmerno s tem izgubi na svoji togosti. A ker model gradimo in s tem večamo vrednosti 
oblikovne spremenljivke na območju največjega napetostno-deformacijskega stanja, že po 
nekaj iteracijah napetosti padejo v območje realnih vrednosti. To se zgodi približno po 10 
iteracijah. 
 
Iz (a) grafa na sliki 9.12 bi lahko sklepali tudi o stabilizaciji vseh kvantitet že po 10 iteracijah, 
a v kolikor pogledamo (b) in (c) graf na isti sliki (kjer je skala na ordinati normirana v skladu 
s povečavo na pram (a) grafa), lahko vidimo, da vrednosti iz iteracije v iteracijo med j=10 
in j=61 nihajo. To je posledica »piljenja« cenilne oblike (ki je v skladu s piljenjem v primeru 
sprednje statorske plošče). Razvoj teh skozi iteracije je prikazan na sliki 9.12. 
 
Nadalje iz slike 9.13 lepo vidimo, kako maksimalne Von Misesove napetosti padejo znotraj 
postavljene meje 110 MPa po približno 10 iteracijah V procesu »piljenja« oblike se njihove 
vrednosti ohranjujejo. To ne pomeni, da ne vplivajo na cenilno obliko; ravno obratno: 
Nihanja vrednosti v eni iteraciji gor in v drugi dol nakazujejo ravno na vpliv omejitev, saj, 
ko ta naraste, procesu sporoči, da je tendenca k večji obremenjenosti na nekem območju 
večja. To optimizacija v naslednji iteraciji upošteva, doda material in sprosti napetosti, kar 
je posledica padca maksimalne Von Misesove napetosti. Dodajmo, da so sicer vrednosti 
napetosti v prvih desetih iteracijah ogromne in presežejo mejo, ki jo določajo omejitve. Kljub 
temu jih optimizacija ne smatra kot zunanje iteracije in jih podvrže kriteriju optimizacije. 
SIMP metoda torej dopušča »nedopustne« cenilne oblike v skladu z opisom iz poglavja 
3.3.1.3 (tretja alineja).   
 
Optimizacija se ustavi po 61 iteracijah, ko poda predlagano optimalno obliko. S tem traja 19 
iteracij več kot optimizacije sprednje, kar potrjuje, da je kompleksnejša. Hkrati predlagana 
optimalna oblika vsebuje nekoliko več materiala od predlagane optimalne oblike sprednje 
plošče (referenčne slike 5.14 vs. 9.15), kar je posledica spremembe izhodiščne vrednosti 
ciljnega volumna (0.1 (sprednja plošča) vs. 0.15 (zadnja plošča)). Oblika krakov do povezav 
s statorskim ohišjem ima približno podobno obliko, le da so se pojavile nekatere dodatne 
napetostno-deformacijske smernice in ojačitve (predvsem na čelnem izvleku plošče), ki so 
natančneje predstavljene v poglavju prikaza rezultatov (poglavje 9.6.2.7). 
 
 
9.6.2.7. Rezultati optimizacije topologije – prikaz predlagane optimalne 
oblike 
 
Še zadnjič bralca opomnimo na poglavje 3.5.4.5, kjer je predstavljena praktična 
interpretacija rezultatov SIMP metode. Razumevanje tega poglavja ponovno služi kot 
osnova za razumevanje nadaljevanja. Posebej poudarimo, da z MAT_PROP_N (vplivna 
materialna lastnost, angl. normalized material property) Abaqus definira vrednost oblikovne 
spremenljivke xi. 
 
Rezultati optimizacije so predstavljeni na slikah 9.15 do 9.17. Vsaka je ponovno dopolnjena 
s kratkim dopisom, na koncu poglavja pa strjen opis podaja skupno interpretacijo rezultatov. 
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Slika 9.15: Prikaz predlagane optimalne oblike sprednje statorske plošče, MAT_PROP_N>0.2. 
 
Dopis k Sliki 9.15: Slika 9.15 prikazuje različne poglede predlagane optimalne oblike ob 
pogoju, da so na sliki vidni le tisti končni elementi, katerih vrednosti oblikovnih 
spremenljivk presegajo vrednost 0.2. Kot že omenjeno, imajo kraki podobno strukturo kot 
kraki v primeru sprednje statorske plošče, le da sedaj vsebujejo dodatno ojačitev na mestih 
konstrukcijske povezave z ročno zavoro. 
 
Dodatek v primeru optimizacije zadnje statorske plošče predstavlja tudi čelni izvlek, ki je 
dodan za potrebe montaže disk zavornega sistema, njegova optimalna oblika pa je 
podrobneje predstavljena na sliki 9.17. 
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Slika 9.16: Prikaz predlagane optimalne oblike v odvisnosti od prikazane vrednosti oblikovnih 
spremenljivk (x=MAT_PROP_N). 
 
Dopis k sliki 9.16: Slika 9.16 prikazuje predlagano optimalno obliko v odvisnosti od prikaza 
končnih elementov glede na njihovo vrednosti oblikovne spremenljivke x. Ta je zvezno 
pogojena (kot smo opisali v poglavju 5.2.2.7, drug odstavek). Tako lahko v primeru 
MAT_PROP_N>0.001 vidimo vse končne elemente, ki jih je optimizacija vse do končne 
61. iteracije obdržala v cenilni obliki. Po drugi strani nam primer z MAT_PROP_N>0.6 
predstavlja glavne napetostno deformacijske smernice, ki morajo skoraj zagotovo biti 
vključene v rekonstrukciji predlagane optimalne oblike. Vmesno omejene vrednosti 
oblikovnih spremenljivk (MAT_PROP_N) so dodane z namenom prikaza prostorskega 
poteka vrednosti oblikovne spremenljivke, ki na večjem območju zavzame nizko vrednost 
x=0.001, nato pa v bližini glavnih napetostno-deformacijskih smernic hitro preide proti 
višjim vrednostim, kar je ponovno v skladu s penetracijo materialnih lastnosti, ki jo predvidi 
SIMP metoda (predstavljena na sliki 3.9). 
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Slika 9.17: Prikaz predlagane optimalne oblike čelnega izvleka. 
 
Dopis k sliki 9.17: Slika 9.17 predstavlja geometrijo, ki jo optimizacija predlaga na mestu 
čelne ploskve. Spomnimo se, da sta na njo privijačeni tako zavorna čeljust kot tudi roka 
podvozja (predstavljeno na sliki 9.6). V primeru zaviranja z disk zavornim sistemom se zato 
obremenitve iz zavorne čeljusti večinoma po najkrajši možni poti prenesejo na roko 
podvozja (preko statorske plošče). Tak neposredni prenos obremenitev rezultira v jasna 
območja z veliko vrednostjo oblikovne spremenljivke (blizu 1) in sunkovitim prehodom na 
nizke vrednosti. Podoben rezultat podaja tudi obstoječa optimizacija, saj iz slike 14.17 
vidimo, da se med bližnjo okolico vijačnih zvez (ki sta bila izvzeti iz optimizacije) vzpostavi 
z rdečo obarvan območje, ki indicira vrednost x=1. Sledi direkten prehod na temno modro 
barvo brez vmesne zelene, kar predstavlja hiter prehod na vrednost 0.001, s čimer smo 
potrdimo zgornjo tezo. Predlagana geometrija optimiziranega čelnega izvleka je torej 
direktna povezava med bližjo okolico vijačnih zvez izvleka, ki tega povezuje z roko 
podvozja in zavorno čeljustjo. 
 
 
9.6.2.8. Rekonstrukcija predlagane optimalne oblike 
Tudi v primeru zadnje statorske plošče je bila rekonstrukcija izvedena v večih iteracijah. 
Slika 9.18 predstavljena zadnjo iteracijo, ki je bila podvržena končni (uspešni) statični 
kontroli; ta je predstavljena v prilogi G. Rekonstrukcija je bila ustvarjena v skladu z željo po 
estetski privlačnosti izdelka, zato nekoliko odstopa od predlagane optimalne oblike. Tako 
kot v primeru rekonstrukcije sprednje statorske plošče (poglavje 5.2.2.8) smo tudi tukaj 
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dodali nekoliko več materiala, kot ga optimizacija (v skladu s ciljnim volumnom) predlaga. 
Razloga za to so prav tako enaki kot v primeru sprednje statorske plošče  in sicer: Varnosti 
faktor in vpliv zračne reže. Napetostne omejitve so tokrat bile upoštevane. 
 
 
 
Slika 9.18: Prikaz procesa rekonstrukcije na podlagi predlagane optimalne oblike.
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9.7. Priloga G: Statična kontrola rekonstrukcije 
predlagane optimalne oblike sprednje statorske 
plošče 
 
Priloga G bralcu predstavi statično kontrolo, ki je bila izvedena za potrditev primernosti 
rekonstrukcije predloga optimalne oblike zadnje statorske plošče po optimizaciji njene 
topologije. Kontrola je izvedena po enakem principu kot kontrola sprednje statorske plošče 
v prilogi E.  Bralca najprej preusmerimo na prilogo F, na sliko 9.18, kjer je rekonstrukcija 
predstavljena in prikazana. Ponovno: Validacija rekonstrukcije je bistvenega pomena, saj 
šele tedaj lahko z zadovoljivo veliko verjetnostjo trdimo, da je oblika primerna za prenašanje 
vseh obremenitev in/ali obremenitvenih scenarijev, ki smo jih predpostavili v procesu 
razvoja izdelka. 
 
 
9.7.1. Snovanje MKE modela 
Za potrebe statične kontrole je bil uporabljen razširjen več-komponentni CAD model, ki 
predstavlja nadgradnjo tistega, ki je bil uporabljen za optimizacijo zadnje statorske plošče 
na sliki 9.6. To je zaradi potrebe po upoštevanju napetosti, ki se pojavijo pri sestavljanju in 
vrednotenju vpliva deformacije plošče na zračno režo. Tako kot statična kontrola 
rekonstrukcije sprednje statorske plošče (v prilogi E), tudi ta vsebuje vso potrebno 
geometrijo, ki zadosti potrebam integracije prednapetja vijakov na območjih konstrukcijskih 
povezav. V ta namen je CAD model obogaten z poenostavljeno geometrijo statorskega 
ohišja, zavorne čeljusti in ročne zavore. Vse komponente so predstavljene na sliki 9.19. 
Mreža končnih elementov v tej prilogi ni predstavljena, a je tako kot tiste na sliki 5.4, 9.1 in 
9.7 v skladu s potrebami, ki zadostujejo za primerno natančen rezultat ter vsebuje 
kombinacijo heksaedrov z linearno in tetraedrov s kvadratno in linearno interpolacijsko 
shemo. 
 
Sklicno na sliko 9.19 so bili vsi potrebni vijaki, ki jih potrebujemo za izračun prednapetja, 
vključeni v model v obliki integracije kot del dodatnih komponent. Podajmo še nekaj 
dodatnih informacij o snovanju CAD modela: 
- Materiali komponent so definirani v skladu s preglednico 4.3; 
- Vpetje modela  in kinematične povezave do prijemališča sil in/ali navorov so dodane v 
model identično kot v primeru modela za optimizacijo topologije, kakor prikazuje slika 
9.8 in pojasnjuje poglavje 9.6.1.3; 
- Stik med komponentama je numerično zagotovljen na vozliščni ravni preko ukaza angl. 
tie constraint (povezava vozlišč preko vseh prostostnih stopenj); 
- Obravnavani so bili obremenitveni scenariji statične kontrole, ki predstavljajo nadgradnjo 
obremenitvenih scenarijev optimizacije zadnje statorske plošče. Definirani so v prilogi 
D, v preglednici 9.2. Razlogi za razliko z obremenitvenimi scenariji optimizacije so 
predstavljeni v poglavju 4.7. 
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- Prednapetje je bilo v model integrirano na enak način kot v primeru statične kontrole 
sprednje statorske plošče v prilogi E, kakor je prikazano na sliki 9.6. Vrednosti 
prednapetja so sledeče: 
- Vijačne zveze med statorsko ploščo in statorskim ohišjem: 8x M10, 50 kN; 
- Vijačne zveze med statorsko ploščo in roko podvozja: 4x M12, 77 kN; 
- Vijačni zvezi med statorsko ploščo in zavorno čeljustjo: 2x M14, 110 kN; 
- Vijačni zvezi med statorsko ploščo in ročno zavoro: 2x M6, 25 kN. 
 
 
 
Slika 9.19: Prikaz CAD modela (za statično kontrolo) zadnje statorske plošče. 
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9.7.2. Prikaz rezultatov statične kontrole in interpretacija 
rezultatov 
Tako kot v primeru statične kontrole v prilogi E, so bili v sklopu magistrske naloge tudi tukaj 
analizirani vsi obremenitveni scenariji statične kontrole (predstavljeni v prilogi D, v 
preglednici 9.2). Preverjene so bile največje napetosti in deformacije, ki se v statorski plošči 
pojavijo. V nadaljevanju so za potrebe potrditve rekonstrukcije prikazni izključno tisti 
rezultati, v katerih so se pojavila najbolj kritična stanja, ki jih je potrebno analizirati za 
potrditev validacije rekonstrukcije predlagane optimalne oblike. 
 
Vsak obremenitveni scenarij je bil tako kot v prilogi E najprej podvržen prednapetju vijakov; 
napetostno-deformacijska stanja vseh obremenitvenih scenarijev so izračunana v dveh 
korakih in sicer: Prvi korak predstavlja napetostno-deformacijsko stanje zaradi prednapetja, 
drug nato na osnovi tega stanja upošteva dodatno obremenitve obremenitvenih scenarijev, 
ki rezultirajo v končna napetostno-deformacijska stanja. Ker prednapetje predvsem ojača 
napetosti v okolici vijačnih zvez, so bila ta območja izvzeta v analizi za določitev parametra 
SF (varnosti faktor kot razmerje maksimalne napetosti v materialu in meje tečenja), ki je 
predstavljen v prilogi E. 
 
V nadaljevanju sta predstavljeni po 2 najbolj kritični stanji največjih napetosti in radialnih 
deformacij in sicer: 
- »T-zavorni +–« obremenitveni scenarij (slika 9.20): Scenarij rezultira v največje Von 
Misesove primerjalne napetosti. Maksimalne vrednosti ostalih »T-zavornih« scenarijev 
se gibljejo istem območju, zato rezultatov eksplicitno ne prikažemo; 
- »g-aksialni« obremenitveni scenarij (slika 9.21): Scenarij rezultira v največje Von 
Misesove primerjalne napetosti izključujoč vse »T-zavorne« scenarije; 
-  »g-horizontalni« obremenitveni scenarij (slika 9.22): Scenarij, v katerem se pojavijo 
največje radialne deformacije (ki vplivajo na stabilnost zračne reže); 
-  »g-vertikalni« obremenitveni scenarij (slika 9.23): Scenarij, v katerem se pojavijo 
druge največje radialne deformacije (ki vplivajo na stabilnost zračne reže). 
 
Ponovno poudarimo, da so vsi obremenitveni scenariji statične kontrole rekonstrukcije 
predlagane optimalne oblike zadnje statorske plošče predstavljeni v prilogi D, v preglednici 
9.2. 
Priloge 
 
P-34 
 
Slika 9.20: Prikaz Von Misesovih primerjalnih napetosti [MPa] »T-zavornega +–« 
obremenitvenega scenarija. 
 
 
 
Slika 9.21: Prikaz Von Misesovih primerjalnih napetosti [MPa] »g-aksialnega« obremenitvenega 
scenarija. 
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Slika 9.22: Prikaz radialnih deformacij [mm] »g-horizontalnega« obremenitvenega scenarija. 
 
 
 
Slika 9.23: Prikaz radialnih deformacij [mm] »g-vertikalnega« obremenitvenega scenarija. 
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Komentar k slikam 9.20 do 9.23: Maksimalne Von Misesove primerjalne napetosti 
dosežejo vrednost 142 MPa v točki na prevoju čelnega izvleka statorske plošče, kakor 
prikazuje slika 9.20. Natančnejša lokacija prevoja je označena na sliki 9.21. V začetku tega 
poglavja smo omenili, da vsi »T-zavorni« obremenitveni scenariji statične kontrole zadnje 
statorske plošče (definirani v prilogi D, v preglednici 9.2) rezultirajo v približno enake 
maksimalne napetosti (med 135 MPa in 142 MPa). V prilogi G smo dodatno omenili, da 
sicer omejitev napetosti pri optimizaciji topologije nastavimo na 110 MPa, a lahko v primeru 
rekonstrukcije ta vrednost naraste, kar dokazuje statična kontrola v tem poglavju, saj so 
maksimalne vrednosti 32 MPa večje (110 MPa vs. 142 MPa). Porast je posledica zareznega 
učinka. 
 
Naj poudarimo, da kljub dvigu maksimalnih napetosti (glede na omejitev napetosti iz 
optimizacije) te še zmeraj niso kritične. Dvig napetosti smo pričakovali in v skladu s tem 
znižali vrednost omejitve na 110 MPa. 
 
Dodajmo, da je »g-aksialni« obremenitveni scenarij (prikaz rezultatov na sliki 9.21) izmed 
vseh, v katerih prevladujejo obremenitveni scenariji v obliki pospeškov, največji; v kolikor 
dodamo, da v primeru statične kontrole sprednje statorske plošče (v prilogi E) »g-aksialni« 
obremenitveni scenarij celo rezultira v napetosti, ki so večje kot napetosti, ki se pojavijo v 
primeru »T-rekuperacijskih« obremenitvenih scenarijev, bi lahko bralec zmotno sklepal o 
napačni določitvi vpliva »g-aksialnega« obremenitvenega scenarija na globalno 
deformacijsko energijo SE, ko mu preko vrednosti uteži W=0.5 predpisali polovični vpliv 
napram ostalim obremenitvenim scenarijem. Že res da smo s tem zmanjšali zahtevo po 
togosti v aksialni smeri, od koder »velike« napetosti »g-aksialnega« obremenitvenega 
scenarija izhajajo, a te še zmeraj niso kritične, saj smo daleč v varnem območju – od tod 
sledi, da je bilo to smiselno storiti, saj smo s tem povečali radialno togost, ki igra 
pomembnejšo vlogo pri optimizaciji obravnavanega primera. 
 
V kolikor pogledamo radialne deformacije, ki se pojavijo zaradi »g-vertikalnega« in 
»g-horizontalnega« obremenitvenega primera (sliki 9.22 in 9.23), vidimo, da maksimalne 
vrednosti teh dosežejo 0.15 mm in so enako velike kot v primeru statične kontrole sprednje 
statorske plošče (v prilogi E, na sliki 9.5). V primerjavi z rezultati statične kontrole 
rekonstrukcije sprednje statorsko ploščo se celo izkaže, da smo radialno togost ohranili, 
napetosti v plošči pa zmanjšali kljub večji obremenjenosti zadnje statorske plošče na pram 
sprednji (kar nakazuje razlika v obremenitvenih scenarijih (preglednici 4.4 vs. 4.5 in 9.1 vs. 
9.2) ter opis v poglavju 4.7.1 (dodatna zavorna navora).  
 
Klasificirano gledano so manjše napetosti posledica treh vplivov: 
- Na zadnji statorski plošči smo v rekonstrukcijo dodali več dodatnega materiala (glede na 
predlagano optimalno obliko) kot na sprednji; 
- Ciljni volumen je bil v primeru zadnje statorske plošče 33% večji (0.1 vs. 0.15); 
- V primeru optimizacije zadnje statorske plošče smo dodali omejitev napetosti. 
 
Ravno omejitev napetosti je tista, ki je pomagala končno predlagano optimalno obliko v 
dodatnih 19. iteracijah, ki jih je imela optimizacija zadnje statorske plošče več od sprednje 
(61 vs. 42), izpiliti do te mere, da smo dobili boljšo predlagano optimalno obliko. Skozi 
opisano lahko vidimo pomembnost pravilnega snovanja optimizacijskega procesa 
oblikovanja, na kar smo opozarjali skozi celotno magistrsko nalogo. Že v primeru majhnih 
razlik (kot je pravilna omejitev napetosti) lahko optimizacija konvergira k mnogo ugodnejši 
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rešitvi. Z drugimi besedami: Čeprav smo z optimizacijo sprednje statorske plošče dosegli 
željan cilj (kar je potrjeno v prilogi E), je optimizacija zadnje statorske plošče boljša in 
podaja primernejšo predlagano optimalno obliko, predvsem zaradi dodatnih napetostnih 
omejitev. 
 
To potrjujeta tudi kvantitativna parametra kvalitete optimizacije topologije (eksplicitno 
vezana na primer optimizacije statorskih plošč IWM motorja), za katera velja: 
- SR=14% (sprednja plošča SR=14%) 
- SF=2.1 (sprednja plošča SF=1.7) 
  
  
  
  
  
 
